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P R E S E N T A

Miguel Sánchez Álvarez
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quiero aprovechar este espacio para agradecer por la confianza y el apoyo a personas que estimo.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Un buen ejemplo de la riqueza de las estructuras algebraicas que emanan del estudio de los
sistemas dinámicos lo encontramos en el grupo de automorfismos de un full G-shift.

Sea G un grupo y A un conjunto. El full G-shift con alfabeto A es el par (AG,Σ) donde AG

es el espacio de configuraciones consistente en el conjunto de mapeos de G en A equipado con la
topoloǵıa producto de la topoloǵıa discreta en A; mientras que Σ es la acción izquierda de G en AG

(conocida como acción shift) Σ : G× AG → AG dada por g · x(h) = x(g−1h), para toda g, h ∈ G.
Es común referirnos al full G-shift con alfabeto A simplemente como el full shift AG.

Un endomorfismo del full shift AG es un mapeo continuo α : AG → AG que es G-equivariante
respecto a la acción shift; el conjunto de endomorfismos del full shift AG es denotado por End(AG).
Si adicionalmente, tenemos que τ es un homeomorfismo entonces se denomina automorfismo del
full shift AG. El conjunto End(AG) equipado con la composición de mapeos constituye un monoide
y el grupo de unidades de este monoide es precisamente Aut(AG).

Por otro lado, un autómata celular sobre el espacio de configuraciones AG es un mapeo

τ : AG → AG

tal que existe un subconjunto finito S ⊆ G (llamado conjunto memoria de τ ), y un mapeo local
µ : AS → A que satisfacen

τ(x)(g) = µ((g−1 · x) |S ),

para toda x ∈ AG, g ∈ G. Un autómata celular τ : AG → AG se denomina invertible si el mapeo τ
es biyectivo y su inverso τ−1 es también un autómata celular. Se puede demostrar que el conjunto
de autómatas celulares sobre AG denotado por CA(AG) es un monoide con la composición de
mapeos, mientras que su grupo de unidades denotado por ICA(AG) es precisamente el grupo de
autómata celulares invertibles.

Si bien, se puede demostrar que en general, todo autómata celular sobre AG es un endomorfismo
del full shift AG, no todo endomorfismo es un autómata celular (ver ejemplo 2.3.4). Sin embargo, en
su trabajo seminal [Hed69] de 1969 Gustav Arnold Hedlund presenta por primera vez el Teorema
de Curtis-Lyndon-Hedlund el cual afirma (en su versión general) que si el conjunto A es finito,
un mapeo τ : AG → AG es un endomorfismo del full shift AG si y sólo si es un autómata celular
sobre AG. En consecuencia, cuando el alfabeto A es finito tenemos que CA(AG) = End(AG) y
ICA(AG) = Aut(AG), por ello en la literatura se utilizan ambas notaciones indistintamente.

Ahora bien, el marco clásico consiste en estudiar el full shift AZ con una alfabeto A finito,
donde una configuración x ∈ AZ es pensada como sucesión bi-infinita x = ...x−2x−1.x0x1x2... de
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śımbolos en A. Entonces la acción shift en este caso se visualiza precisamente como traslaciones
sobre estas sucesiones. En particular, el automorfismo σ ∈ Aut(AZ) dado por la asignación x 7→ 1·x
es conocido como el shift y se visualiza en la siguiente figura.

x = . . . x−3 x−2 x−1 . x0 x1 x2 x3 . . .

y = σ(x) = . . . x−2 x−1 .x0 x1 x2 x3 x4 . . .

σ

Una palabra sobre A de longitud n es una sucesión finita w = w1w2 · · ·wn de śımbolos en A.
Además, decimos que una palabra ocurre en x ∈ AG si existen enteros i < j tales que w =
xixi+1 · · ·xj.

Un subshift es un subsistema (X,Σ|X) de algún full shift AZ (i.e. X es un subconjunto cerrado
de AZ invariante bajo la acción shift). Una clase fundamental de subshifts son los shifts de tipo
finito. Si F es un conjunto finito de palabras sobre el alfabeto A, el subshift XF ⊆ AZ que consta
de configuraciones en las que no ocurre ninguna palabra de F se denomina shift de tipo finito
con conjunto de palabras prohibidas F . El full shift AZ es un shift de tipo finito con conjunto de
palabras prohibidas F = ∅.

Una medida de la complejidad de un subshift X ⊆ AZ es la entroṕıa, definida mediante

h(X) = ĺım
n→∞

1

n
log2 |Bn(X)|,

donde Bn(X) denota el conjunto de las palabras de longitud n que ocurren en puntos de X. Por
ejemplo, para un full shift AZ tenemos que |Bn(A

Z)| = |A|n, por lo que h(AZ) = log2(|A|) > 0.
Denotemos por B(X) el conjunto de palabras que ocurren en configuraciones de un subshift

X ⊆ AZ. Entonces X se denomina mezclante (o mixing) si para todo par u, v ∈ B(X), existe un
N tal que para cada n ≥ N hay una palabra w ∈ Bn(X) tal que uwv ∈ B(X). Claramente el full
shift AZ es mezclante.

En [Hed69] Hedlund también estudia el grupo Aut(AZ) con A finito, advirtiendo algunas pro-
piedades interesantes; entre otras cosas, mediante la construcción de marcadores demuestra que
se trata de un grupo contable (no abeliano) que contiene una copia de cada grupo finito. En 1988
Mike Boyle, Douglas Lind y Daniel Rudolph adaptan la técnica de marcadores y generalizan esta
observación en [BLR88] demostrando que para un shift mezclante de tipo finito con entroṕıa positi-
va X, el grupo Aut(X) de automorfimos de X contiene copias isomorfas de cualquier grupo finito,
del grupo

⊕∞
i=1 Z y del grupo libre en dos generadores F2. En 1990 Ki Hang Kim y Fred William

Roush utilizan los marcadores en [KR90] para demostrar que Aut(X) contiene una copia isomorfa
de Aut(AZ) para todo A con |A| ≥ 2, por lo cual el tipo de subgrupos que contiene Aut(AZ)
es independiente de A. Además, muestran que cualquier grupo contable, localmente finito y resi-
dualmente finito se puede encajar en Aut(X). Por otro lado, como ejemplo de otras propiedades
cocidas de Aut(AZ) tenemos que es un grupo residualmente finito y que no es promediable (no
amenable) (ver [BS20]). Se sabe también que su centro es el grupo generado por el shift, es decir,
Z
(
Aut(AZ)

)
= ⟨σ⟩ ∼= Z; este es el contenido del Teorema de Ryan publicado en 1975 por Patrick

J. Ryan en [Rya72]. Una consecuencia del Teorema de Ryan es que Aut(AZ
2 )

∼= Aut(AZ
4 ), donde

Ai = {1, 2, 3, ..., i}. Sin embargo, un ejemplo de lo dif́ıcil que puede ser abordar este grupo es que
a la fecha no se sabe si Aut(AZ

2 )
∼= Aut(AZ

3 ). Todos estos datos nos da una idea de lo enorme,
interesante y complejo que es Aut(AZ).
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En [BLR88] se demuestra también que el grupo de automorfismos de un shift mezlante de tipo
finito no es finitamente generado. Esto es sin duda otro ejemplo de la complejidad de Aut(AZ). Y a
pesar de que el estudio del grupo de automorfismos de espacios shift sigue vigente (ver por ejemplo
[FST19], [CG19], [HKS22], [Yan21], [Cas+23]) hasta donde sabemos no se ha publicado ningún
análogo de este teorema para grupos diferentes de Z. Sin embargo, Alonso Castillo Ramı́rez ha
estudiado una variante del problema en [Cas22], y ha demostrado que el monoide CA(AG) no es
finitamente generado cuando A es finito y G perteneciente a familias interesantes de grupos, como
lo son los grupos residualmente finitos, o los grupos localmente graduados, entre otros. La técnica
utilizada muy interesante y explota el hecho de que para cada subgrupo normal N ⊴ G existe un
epimorfismo de monoides Φ : CA(AG) → CA(AG/N). Sin embargo, revisamos en la sección 5.1 que
la restricción de este epimorfismo al grupo Aut(AG) no es en general un epimorfismo.

Lo descrito en el párrafo anterior motiva una de las cuestiones que abordamos en este trabajo:

Problema 1. Sea G un grupo infinito y A un conjunto; determinar si el grupo ICA(AG) de
autómatas celulares invertibles sobre AG es finitamente generado.

Otro tema de interés en este trabajo son los puntos periódicos. Un punto x ∈ AZ es periódico si
σn(x) = x para algún n ∈ N y diremos que x es un punto de periodo n. El menor valor para n tal
que se cumple esta relación se denomina perido mı́nimo de x. El Teorema de Morse-Hedlund sobre
puntos periódicos nos dice que si x es un elemento en un Z-shift con la propiedad de que para
algún n el número de palabras de longitud n que ocurren en x es menor o igual que n, entonces
x debe ser un punto periódico. Una versión dos-dimensional de este teorema es la Conjetura de
Nivat, la cual afirma que si x ∈ AZ2

tiene la propiedad de que existen naturales n y k para los
cuales el número de n×k patrones en x es menor o igual a nk, entonces x tiene periodo no nulo, es
decir, existe p ∈ Z2 \ {(0, 0)} tal que xn+p = xn para todo n ∈ Z2. Si bien, se sabe que el análogo
a dimensiones mayores a 2 falla, los intentos por demostrar esta conjetura han traido un desarrollo
en el estudio de grupos de automorfimos de Z-shifts con “complejidad baja”.

El estudio de los puntos periódicos en el full Z-shift conduce a problemas interesantes cuando
ciertas propiedades se cumplen el caso uno dimenisonal se quieren extender al full shift sobre ; un
ejemplo de ello es la Conjetura de Nivat.

Si H es un subgrupo de G, entonces una configuración x ∈ Aut(AG) es H-periódica si su
estabilizador Stab(x) contiene a H; el conjunto de configuraciones H-periódicas es denotado por
Fix(H). Si ocurre que Stab(x) = H, entonces diremos que la configuración x tiene periodo mı́nimo
H (o periodo fundamental H). Denotaremos por ΨH(G;A) el conjunto de coniguraciones de periodo
fundamental H en el full shift AG y por ψH(G;A) la cardinalidad de ΨH(G;A); sin embargo cuando
G y A son claros del contexto simplemente escribimos ΨH y ψH respectivamente. Por ejemplo,
para el full Z-shift el punto y = ...110110.110110110 ∈ AZ es una configuración 6Z-periódica,
sin embargo y ∈ Ψ3Z. Los puntos periódicos de un sistema dinámico proporcionan información
relevante, por ejemplo, la densidad de puntos periódicos es una condición necesaria para que un
sistema dinámico sea caótico (ver [CC12] ). Por otro lado, un argumento asociado a la acción del
grupo de automorfismos Aut(AZ) en los subsistemas finitos (ΨnZ,Σ|ΨnZ) es utilizado en [BLR88]
para demostrar que el grupo Aut(AZ) no es finitamente generado.

Una
En general si A es un conjunto y H es un subgrupo de G, existe una correspondencia biyectiva

entre el conjunto AH/G (de mapeos de H/G en A) y Fix(H) (ver Proposición 3.2.2). Por lo tanto si
A es finito yH es un subgrupo de ı́ndice finito de G, entonces Fix(H) es finito y |Fix(H)| = |A|[G:H].
Además, es bien sabido que cada subgrupo de (Z,+) es de la forma nZ y [Z : nZ] = n, por lo que
en particular, en el escenario clásico tenemos que |Fix(nZ)| = |A|n para toda n ∈ N. Entonces es
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fácil contar las configuraciones H-periódicas. Sin embargo el conteo de configuraciones en AZ de
periodo fundamental nZ es ligeramente más delicado. Por ejemplo

ψ6Z = |Fix(6Z)| − |Fix(3Z)| − |Fix(2Z)|+ |Fix(Z)|,

donde podemos observar que se ha seguido un razonamiento parecido al principio de inclusión-
exclusión. El Teorema de inversión de Möbius (ver Proposición 3.1.2) generaliza el principio de
inclusión-exclusión; de hecho, aplicando este principio se obtiene la siguiente fórmula bien conocida
(ver § 6.3 de [LM21]):

ψnZ =
∑
k|n

µ
(n
k

)
|Fix(kZ)|,

donde µ es la función de Möbius clásica del poset de números naturales N ordenados por divisibi-
lidad la cual está dada por

µ(m) =


1, si m = 1,

(−1)k, si m es el producto de k primos distintos,

0, si m tiene un divisor primo elevado cuadrado.

La determinación del número de configuraciones periodo mı́nimo tiene relevancia en el estudio
del grupo Aut(AG). Sea [H] := {gHg−1 : g ∈ G} la clase de conjungación de subgrupos de H ≤ G.
El número de G-órbitas cuyo estabilizador es conjugado a H:

α[H](G;A) := |{Gx : [Gx] = [H]}|,

tiene interesantes conexiones con el grupo Aut(AG) de automorfismos de AG. Por ejemplo, para
cada τ ∈ Aut(AG), x ∈ AG, tenemos

g · x = x⇔ τ(g · x) = τ(x) ⇔ g · τ(x) = τ(x),

es decir, Gx = Gτ(x). Aśı, la Aut(AG)-órbita de x está contenida en {y ∈ AG : Gy = Gx} y se
sigue que ΨGx(G;A) es una cota superior para la cardinalidad de la Aut(AG)-órbita de x. Por otro
lado, si el grupo G es finito, la estructura de Aut(AG) fue descrita en [CG19, Teorema 3] como

Aut(AG) ∼=
r∏

i=1

((NG(Hi)/Hi) ≀ Symαi
), (1.0.1)

donde [H1], . . . , [Hr] es la lista de todas las diferentes clases de conjugación de subgrupos de G,
y αi = α[Hi](G;A), como se definió anteriormente. Por tanto, la estructura de Aut(AG) depende
completamente de los grupos cociente NG(Hi)/Hi, que pueden calcularse fácilmente conociendo
el grupo G, y de los enteros α[Hi](G;A), que dependen de ΨH(G;A). En este sentido también
buscamos abordar la siguiente cuestión:

Problema 2. Sea G un grupo y A un conjunto finito. Dado un subgrupo H ≤ G, determinar el
número de configuraciones de periodo fundamental H. Para este propósito ¿será factible aplicar el
Teorema de inversión de Möbius con G ̸= Z?

Un autómata celular sobre AZ con A = {0, 1} y conjunto memoria S = {−1, 0, 1} se denomina
autómata celular elemental. Hay 2(2

3) = 256 autómatas celulares elementales. Un esquema para
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nombrar a dichos autómatas debida a Stephen Wolfram utiliza el siguiente criterio. Cada autómata
celular elemental τ : AZ → AZ está únicamente determinado por los ocho d́ıgitos de la sucesión

µ(111)µ(110)µ(101)µ(100)µ(011)µ(010)µ(001)µ(000) ∈ A8,

donde µ : AS → A es la regla local asociada. Esta secuencia de bits corresponde a la expansión
binaria de un número entero en el intervalo [0, 255], llamado el número de Wolfram de τ . Sin
embargo, algunos de estos son equivalentes bajo cierta transformación geométrica del espacio de
células. Por ejemplo la regla 110 reflejada a través del origen da lugar a la regla 124. Esta reflexión
en realidad viene dada por la transformación τrev : A

Z → AZ, definida mediante

τrev(x)(k) = x(−k),

y se denomina la regla espejo.
En [CG20] se demuestra que la conjugación por τrev(x) es un automorfismo de CA(AZ).
Si bien, la conjugación de un autómata celular por un autómata celular invertible nos pro-

porciona siempre un autómata celular, en [Epp15] se demuestra que, en cierto sentido, los únicos
métodos generales para obtener un autómata celular a partir de otro mediante conjugación son
esencialmente: conjugar por un autómata celular invertible o conjugar por la reflexión τrev.

Pero ¿qué tiene de especial τrev? Pues bien este mapeo es inducido por el único automorfismo
no trivial del grupo aditivo Z. Entonces es razonable pensar que, dado un grupo G y un conjunto
finito A, cada automorfismo de G induzca un automorfismo del monoide CA(AG). Por ello nos
planteamos la siguiente cuestión:

Problema 3. Sea G un grupo y A un conjunto finito. ¿Todo automorfismo del grupo G induce un
automorfismo del monoide CA(AG)? De ser aśı, ¿cómo se comparan la estructuras de los grupos
Aut(G) y Aut(CA(AG))?

La estructura de este trabajo consta de cinco caṕıtulos. En el caṕıtulo 2 introducimos conceptos
y resultados elementales necesarios para el desarrollo del el resto de esta tesis. Abordamos temas
básicos sobre sistemas dinámicos, espacios shift y autómatas celulares. A pesar de que está escrito
en un estilo personal, la mayor parte de este material puede encontrarse en [Cec+10].

En el caṕıtulo 3 abordamos el Problema 2 y demostramos que si G es un grupo finitamente
generado yH es subgrupo de ı́ndice finito, entonces el número de configuraciones en AG con peŕıodo
mı́nimo H puede calcularse utilizando la función de Möbius de la ret́ıcula de subgrupos de G de
ı́ndice finito. Además, cuando H es un subgrupo normal, clasificamos todas las situaciones tales
que el número de órbitas de G con periodo fundamental H es como máximo 10. Los resultados
originales de esta caṕıtulo se encuentran localizados en la sección 3.3; el resto del material en su
mayor parte procede de las fuentes [Sta11] y [Cec+10].

Una respuesta al Problema 3 se trabaja en el caṕıtulo 4 donde demostramos que cada auto-
morfismo ϕ del grupo G determina un automorfimos del monoide CA(AG) v́ıa conjugación por el
mapeo ϕ⋆ : AG → AG dado por la asignación x 7→ x ◦ ϕ. Esto determina un homomorfismo de
grupos Φ : Aut(G) → Aut(CA(AG)), el cual aunado a la observación de que los automorfimos
internos de CA(AG) son inducidos por automorfimos de G que fijan su centro Z(G) nos deja como
corolario que, cuando G un grupo abeliano el grupo Out(CA(AG)) de automorfimos externos del
monoide CA(AG) contiene una copia isomorfa del grupo Aut(G). Estos resultados originales pue-
den consultarse en la sección 4.2.



Finalmente en el caṕıtulo 5 abordamos el Problema 1, obteniendo los siguientes resultados
originales. En la sección 5.3 presentamos un teorema (Teorema 5.3.1) que proporciona condiciones
suficientes para que el grupo Aut(AG) no sea finitamente generado, en el caso interesante, es
decir, cuando G es finitamente generado y A un conjunto finito con |A| ≥ 2. Aplicando este
teorema, en la sección 5.6 logramos demostrar que el grupo Aut(AΓ) donde Γ = Z×G2× · · ·×Gd

con {Gi}di=2 una familia finita de grupos finitamente generados, no es finitamente generado. En
consecuencia tenemos como corolario que Aut(AG) no es finitamente generado cuando G es un
grupo abeliano (Corolario 5.6.4). Es interesante que para este fin se aplicaron resultados sobre
extensión y restricción de autómatas celulares y resultados de la emergente teoŕıa de autómatas
celulares generalizados.

Los resultados de los caṕıtulos 3 y 4 han sido integrados en los art́ıculos

i) Castillo-Ramirez, A., Sanchez-Alvarez, M. (2021). The number of configurations in the full
shift with a given least period, Bulletin of the Iranian Mathematical Society, 1-10.

ii) Castillo-Ramirez, A., Sanchez-Alvarez, M., Vazquez-Aceves, A., Zaldivar-Corichi, A. (2023).
A generalization of cellular automata over groups. Communications in Algebra, 51(7), 3114-
3123.

respectivamente. Mientras que los resultados del caṕıtulo 5 potencialmente podŕıan ocupar las
páginas de un art́ıculo en el futuro cercano.



Caṕıtulo 2

Preliminares: Sistemas dinámicos y
autómatas celulares

2.1. Sistemas dinámicos

Los sistemas dinámicos constituyen una rama de las matemáticas que consiste en el estudio de
la información contenida en un grupo de transformaciones y de sus efectos sobre el espacio en el
que actúa. En este trabajo estamos interesados en las acciones de grupos discretos.

Para un objeto X en una categoŕıa C denotamos por AutC(X) al grupo de C-automorfismos
de X (con respecto a la composición en la categoŕıa C).

Definición 2.1.1. Sean G un grupo, C una categoŕıa y X un objeto en C. Una acción de G
en X en la categoŕıa C es un homomorfismo de grupos θ : G → AutC(X). Además, a los
C-automorfismos inducidos θ(g) : X → X se les conoce como transiciones.

Equivalentemente, una acción de G en X consiste en una familia (φg)g∈G de automorfismos de
X tales que

φg ◦ φh = φgh.

Cuando C es la categoŕıa de conjuntos, al considerar una acción por biyecciones θ : G →
AutSet(X) es usual usar la notación

g · x := (θ(g))(x)

para cualesquiera g ∈ G y x ∈ X, de tal manera que podemos ver a θ como un mapeo G×X → X.
Luego un mapeo θ : G×X → X define una G-acción si y sólo si

i) e · x = x, ∀x ∈ X.

ii) g · (h · x) = (g · h) · x, ∀g, h ∈ G, ∀x ∈ X.

Habitualmente esta notación se mantiene cuando G actúa en un objeto en una categoŕıa donde
los objetos son conjuntos con una estructura adicional, los morfismos son mapeos que preservan la
estructura y la composición de morfismos es simplemente la composición de mapeos. Aśı podemos
hablar, por ejemplo, de acciones por isometŕıas en un espacio métrico (acciones isométricas), o
bien de acciones por homeomorfismos en un espacio topológico (acciones continuas).

13
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Cuando consideramos una acción de G en X v́ıa un homomorfismo θ, usaremos la notación
G↷θ X o si el homomorfismo se entiende del contexto simplemente escribiremos G↷ X. Además,
diremos que X es un G-conjunto.

Definición 2.1.2. Dada una acción G↷ X y x ∈ X, definimos los siguientes conjuntos notables:

• La órbita de x es el conjunto Gx := {g · x : g ∈ G} ⊆ X.

• Gx := {g ∈ G : g · x = x} ≤ G es el grupo de isotroṕıa o estabilizador de x.

Además, dados A ⊆ X y g ∈ G, definimos g · A := {g · a : a ∈ A}.

Si dos puntos están en una misma órbita sus estabilizadores son conjugados.

Proposición 2.1.1. Sea X un G-conjunto. Sean x, y ∈ X tales que y = g · x, para algún g ∈ G,
entonces Gy = gGxg

−1.

Demostración. Observe que

Gy = {γ ∈ G : γ · y = y}
= {γ ∈ G : γ · (g · x) = g · x}
= {γ ∈ G : (g−1 γg) · x = x}
= {γ ∈ G : g−1 γg ∈ Gx}
= {γ ∈ G : ∃γ∗ ∈ Gx t.q. γ∗ = g−1 γg}
= {γ ∈ G : ∃γ∗ ∈ Gx t.q. gγ∗g−1 = γ}
= {γ ∈ G : γ ∈ gGxg

−1}
= gGxg

−1.

■

Definición 2.1.3. Una acción G↷θ X de se denomina:

• acción trivial si Gx = G para todo x ∈ X.

• acción libre o semiregular si Gx = {e} para todo x ∈ X.

• acción efectiva o fiel si Ker(θ) = {e}.

• acción transitiva si tiene una sola órbita.

• acción es regular si es libre y transitiva.

Definición 2.1.4. Sean X y Y dos G-conjuntos. Se dice que un mapeo f : X → Y es G-
equivariante si f(g · x) = g · f(x) para todo x ∈ X y todo g ∈ G.

Proposición 2.1.2. Sea f : X → Y un mapeo equivariante de G-conjuntos.

i) Gx ⊆ Gf(x) para cada x ∈ X.

ii) Si f es inyectivo, entonces Gf(x) = Gx para todo x ∈ X.
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iii) Si f es un mapeo biyectivo, entonces el mapeo inverso f−1 es también G-equivariante.
Además, para cada subgrupo H ≤ G los conjuntos A := {x ∈ X : Gx = H} y B :=
{y ∈ Y : Gy = H} están en correspondencia biyectiva.

iv) Sean f : X → X y h : X → X dos mapeos equivariantes del G-conjunto X. Entonces la
composición f ◦ h es un mapeo G-equivariante.

Demostración. i)Dados g ∈ Gx y x ∈ X, por G-equivarianza se tiene que g · f(x) = f(g · x) =
f(x), y por lo tanto g ∈ Gf(x).

ii) Sea x ∈ X. Si f es inyectivo, para cada g ∈ Gf(x) tenemos que g · f(x) = f(g · x) = f(x),
donde la igualdad g · x = x se sigue por inyectividad de f , aśı que g ∈ Gx.

iii) Para la primera parte observe que si g ∈ G y y ∈ Y , entonces para algún x ∈ X tenemos
que f(x) = y y

f−1(g · y) = f−1(g · f(x)) = f−1(f(g · x)) = g · x = g · f−1(y).

Para la segunda parte observe que por ii) se tiene que f(A) ⊆ B, además ya que f−1 es G-
equivariante, se sigue que Gy = Gf−1(y), para toda y ∈ Y , por lo cual f−1(B) ⊆ A, lo por
biyectividad de f es equivalente a B ⊆ f(A). Por lo tanto, f(A) = B, es decir, A y B están en
correspondencia biyectiva.

iv) Finalmente, para toda g ∈ G y x ∈ X tenemos que

(f ◦ h)(g · x) = f(h(g · x)) = f(g · h(x)) = g · f(h(x)).

■

El siguiente teorema constituye una herramienta de conteo fundamental para este trabajo.

Teorema 2.1.1. (Órbita-Estabilizador) Sea G un grupo que actúa en X. Para cualquier x ∈ X,

|Gx| = [G : Gx],

donde [G : Gx] denota el ı́ndice de Gx en G.

Demostración. Definamos un mapeo ϕ : Gx→ G/Gx mediante

ϕ(g · x) := gGx, ∀g · x ∈ Gx.

Observemos que

g · x = h · x⇔ h−1g · x = x⇔ h−1g ∈ Gx ⇔ gGx = hGx.

Esto implica que ϕ está bien definida y es inyectiva. Por otro lado, sea gGx una clase lateral
arbitraria de G/Gx. Es claro que su preimagen bajo ϕ es g · x, pues ϕ(g · x) = gGx, lo cual implica
que ϕ es sobreyectiva.

Definición 2.1.5. Dada una acción G↷ X, decimos que un subconjunto Y ⊆ X es G-invariante
si g · Y ⊆ Y para toda g ∈ G.

Proposición 2.1.3. Sea X un G-conjunto y A ⊆ X un conjunto G-invariante. Entonces:

i) g · A = A, para cada g ∈ G,



16

ii) A es unión de órbitas.

Demostración. En primer lugar, tenemos que g · A ⊆ A. Observe que para todo subconjunto
B ⊆ A se cumple g ·B ⊆ g · A. Luego A = g · (g−1 · (A)) ⊆ g · A y se cumple i).

Ahora sea O :=
⋃
a∈A

Ga. Para cada a ∈ A, tenemos que a ∈ Ga, luego a ∈ O y A ⊆ O. Por otro

lado, si x ∈ O, entonces existe a ∈ A con x ∈ Ga; aśı que x = g · a para algún g ∈ G, pero al ser
A conjunto G-invariante se tiene g · a = x ∈ A. Por lo tanto, O ⊆ A y se sigue ii). ■

Observación 2.1.1. Dada una acción G ↷ X v́ıa θ : G × X → X, la restricción de esta a un
subconjunto invariante A ⊆ X determina una acción de G en A v́ıa θ|A : G× A→ A.

Proposición 2.1.4. Sea G ↷ X una acción sobre un espacio topológico X. Si para cada g ∈ G
las transiciones θ(g) : X → X son mapeos continuos, entonces G actúa por homeomorfismos en
X.

Demostración. Para cada g ∈ G, θ(g) es un mapeo continuo con inverso continuo θ (g−1). Luego
cada θ(g) es un homeomorfismo y G es una acción por homeomorfismos en X. ■

En virtud de la proposición anterior, tenemos la siguiente definición.

Definición 2.1.6. Una acción de un grupo G en un espacio topológico X se denomina acción
continua si cada transición asociada es una mapeo continuo.

Definición 2.1.7. Un G-sistema dinámico topológico ( o simplemente G-sistema) consiste
en un par (X,T ) donde X es un espacio topológico de Hausdorff compacto y T : G ×X → X es
una acción continua de un grupo G.

En el sentido clásico, X es el espacio fase, G representa el tiempo y la acción G↷ X representa
la evolución temporal del sistema.

Sea (X,T ) un G-sistema. De la observación 2.1.1 se desprende que al considerar un subconjunto
Y ⊆ X cerrado e invariante el par (Y, T |Y ) es un G-sistema dinámico en śı mismo. En efecto, pues
un subconjunto cerrado de un espacio compacto, es un espacio compacto en śı mismo, un subes-
pacio de Hausdorff es de Hausdorff nuevamente y además, podemos considerar la correspondiente
restricción de la métrica para tener que Y es espacio métrico en śı mismo.

Definición 2.1.8. Un subsistema de un G-sistema (X,T ) es un subconjunto Y ⊆ X cerrado e
invariante equipado con la acción T |Y : G× Y → Y .

Definición 2.1.9. Decimos que un G-sistema (X,T ) es:

Topológicamente transitivo si dados cualesquiera dos subconjuntos abiertos (no vaćıos)
V y W de X, existe un elemento g ∈ G tal que gV ∩W ̸= ∅.

Topológicamente mezclante (mixing) si G es infinito y para cualesquiera conjuntos
abiertos no vaćıos U, V ⊆ X hay un conjunto finito F ⊂ G tal que sU ∩ V ̸= ∅ para todo
s ∈ G \ F .

Minimal si X no posee subsistemas propios.
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En un G-sistema topológicamente transitivo la acción mueve cada abierto de X lo suficiente
como para que eventualmente intersecte a cualquier otro, es decir, cada abierto no vaćıo de X
visita a cualquier otro abierto. En consecuencia por lo menos un punto visita cada abierto de X
bajo a acción de G. Además, en los sistemas minimales la acción subyacente hace que cada punto
del espacio X visite todo conjunto abierto del espacio.

Proposición 2.1.5. Sea (X,T ) un G-sistema. Entonces

i) (X,T ) es transitivo si y sólo si existe x ∈ X cuya órbita es densa.

ii) (X,T ) es minimal si y sólo si cada x ∈ X tiene órbita densa.

Los principales indicadores de la complejidad de un sistema dinámico tienen en común que
son propiedades de la estructura general de las órbitas. Por ello si queremos considerar mapeos
entre G-sistemas que puedan ser considerados como morfismos debemos perdirles que preserven la
estructura de órbitas, es decir, que conmute con las respectivas acciones de G.

Definición 2.1.10. Sean (X,T ) y (Y, S) G-sistemas dinámicos. Un mapeo continuo ϕ : X → Y
que es G-equivarinate se denomina morfismo topológico. Un morfismo topológico sobreyectivo
ϕ : X ↠ Y se denomina semiconjugación; en estas circunstancias diremos que (Y, S) es un factor
topológico de (X,T ) o bien también podemos decir que (X,T ) es una extensión topológica de
(Y, S). Si adicionalmente ϕ es homeomorfismo, lo llamaremos conjungación topológica y diremos
que (X,T ) es topológicamente conjugado a (Y, S).

Dos G-sistemas son esencialmente el mismo si son topológicamente conjugados; mientras que la
existencia de una semiconjugación ϕ : X ↠ Y intuitivamente nos dice que la dinámica de (X,T )
es al menos tan complicada como la de (Y, S).

Definición 2.1.11. El conjunto de endomorfismos de un G-sistema (X,T ) se define como

End(X) := {σ : X → X : σ es un morfismo topológico}.

Proposición 2.1.6. Sea (X,T ) un G-sistema. El conjunto End(X) es un monoide bajo la com-
posición de mapeos.

Demostración. En primer lugar, la composición de dos endomorfismos es un endomorfismo,
pues por iv) de la Proposición 2.1.2 tenemos que la composición de dos mapeos G-equivariantes
es nuevamente G-equivariante; mientras que la composición de dos mapeos continuos es mapeo
continuo. Por otro lado, el mapeo identidad IdX es un homeomorfismo que conmuta con cualquier
acción. Además, la composición de mapeos es asociativa. ■

El grupo de unidades del monoide de endomorfimsos de un G-sistema (X,T ), denotado por
Aut(X,T ) (o bien Aut(X) si la acción se sobreentiende del contexto) está constituido de las auto-
conjugaciones de (X,T ), es decir, de los homemorfismos de X en śı mismo que son G-equivariantes.

Definición 2.1.12. Dado un G-sistema (X,T ), a los elementos de Aut(X,T ) se les denomina
automorfismos de (X,T ).

Finalmente, observamos que todo endomorfismo biyectivo ϕ : X → X es de hecho un automor-
fismo.
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Proposición 2.1.7. Sea X un G-sistema. Si ϕ : X → X es un endomorfismo biyectivo, entonces
ϕ ∈ Aut(X).

Demostración. Ya que ϕ : X → X es biyectivo posee un mapeo inverso ϕ−1 : X → X. En primer
lugar, ϕ−1 es G-equivariante por iv) de la Proposición 2.1.2. Además, toda biyección continua de
un espacio compacto en un espacio de Hausdorff posee inversa continua; X al ser G-sistema es un
espacio compacto de Hausdorff lo cual significa que ϕ−1 : X → X es continua. ■

El grupo de automorfismos es un invariante de los G-espacios.

Proposición 2.1.8. Sean (X,T ), (Y, S) G-sistemas conjugados. Entonces Aut(X) ∼= Aut(Y ).

Demostración. Sea α : X → Y una conjugación entre los G-sistemas (X,T ) y (Y, S). Entonces
podemos definir el mapeo α : Aut(X) → Aut(Y ) dado por α(σ) := α ◦ σ ◦ α−1, para cada
σ ∈ Aut(X). En primer lugar la composición de homeomorfismos es un homeomorfismo y la
composición de mapeos G-equivariantes es un mapeo G-equivariante por iv) de la Proposición
2.1.2, luego α está bien definido. Entonces dados σ1, σ2 ∈ Aut(X), se cumplen las relaciones:

α(σ1 ◦ σ2) = α ◦ (σ1 ◦ σ2) ◦ α−1 = (α ◦ σ1 ◦ α−1) ◦ (α ◦ σ2 ◦ α−1) = α(σ1)α(σ2),

lo cual significa que α es un homomorfismo de grupos. Pero la composición de mapeos biyectivos
es un mapeo biyectivo, luego α es un isomorfismo de grupos. ■

Proposición 2.1.9. Sean (X,T ) un G-sistema, H un subgrupo de G y F (H) := {x ∈ X : h ·x =
x para todo h ∈ H}. Si ϕ : X → X es un morfismo topológico entonces ϕ(F (H)) ⊆ F (H). Si
además ϕ es biyectivo, entonces ϕ(F (H)) = F (H).

Demostración. Por G-equivarianza de ϕ, para todo h ∈ H y y ∈ F (H) tenemos que

h · ϕ(y) = ϕ(h · y) = ϕ(y),

es decir, ϕ(y) ∈ F (H). Luego ϕ(F (H)) ⊆ F (H). Si adicionalmente tenemos que ϕ es biyectivo,
entonces ϕ−1 es morfismo topológico y ϕ−1(F (H)) ⊆ F (H) lo cual implica que F (H) ⊆ ϕ(F (H))
y se sigue que ϕ(F (H)) = F (H). ■
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2.2. Espacios Shift

2.2.1. El espacio de configuraciones

Consideremos un grupo G, un conjunto no vaćıo A. El conjunto de mapeos de G en A, lo
denotamos mediante AG, es decir

AG =
∏
g∈G

A = {x : G→ A}.

El conjunto A se denomina alfabeto, y sus elementos son llamados las letras, o estados. El grupo
G es llamado universo: el conjunto de células.

Si equipamos cada factor A de AG con la topoloǵıa discreta (todos los subconjuntos de A son
abiertos, y por lo tanto, también cerrados) y a AG con la topoloǵıa producto asociada, esta última
es llamada la topoloǵıa prodiscreta. El espacio topológico AG se denomina espacio de configura-
ciones. Aśı, una configuración consiste en un mapeo que asigna estados a cada célula en el grupo,
la cual usualmente pensamos como una sucesión de elementos de A indizados por los elementos de
G, es decir, una configuración x ∈ AG tiene la forma x = (xg : g ∈ G).

Como sabemos, por definición de topoloǵıa producto las proyecciones πg : A
G → A, dadas por

πg(x) = x(g) son continuas para cada g ∈ G. En nuestro contexto, a los elementos de la subbase de
la topoloǵıa prodiscreta los llamaremos cilindros elementales. El cilindro elemental que consiste
en el conjunto de configuraciones cuya “coordenada” g ∈ G es a ∈ A, lo denotaremos mediante

C(g, a) = π−1
g ({a}) =

{
x ∈ AG : x(g) = a

}
.

Ya que la preimagen de un conjunto abierto (resp. cerrado) bajo un mapeo continuo es un
conjunto abierto (resp. cerrado), se sigue que los cilindros elementales son conjuntos abiertos y
cerrados en AG.

Dados x ∈ AG y un subconjunto finito Ω ⊆ G, una vecindad (o entorno) V (x,Ω) de x está
dada por aquellas configuraciones que coinciden con x en Ω, es decir,

V (x,Ω) =
{
y ∈ AG : x|Ω = y|Ω

}
.

Observe que V (x,Ω) es en efecto un abierto de AG, pues V (x,Ω) =
⋂
g∈Ω

C (g, x(g)).

Proposición 2.2.1. Sea G un grupo y A un conjunto con |A| ≥ 2. Las siguientes afirmaciones se
cumplen en la topoloǵıa prodiscreta de AG.

1) Las proyecciones πg : A
G → A, definidas como πg(x) = x(g) son continuas.

2) La colección

{π−1
g ({a}) : g ∈ G, a ∈ A},

donde π−1
g ({a}) = {x ∈ AG : x(g) = a} es una subbase de la topoloǵıa.
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3) La colección

B :=

{∏
g∈G

Ug : Ug ⊆ A y Ug ̸= A sólo para un número finito de elementos en G

}
.

es una base para la topoloǵıa prodiscreta de AG.

4) AG es un espacio de Hausdorff.

5) AG tiene la topoloǵıa disreta si y sólo si G es finito.

6) AG es compacto si y sólo si A es finito.

7) Un mapeo τ : AG → AG es continuo si y sólo si πg ◦τ : AG → A es continuo para toda g ∈ G.

Demostración. La topoloǵıa producto en AG es la topoloǵıa inicial respecto a la colección de
mapeos de proyección, es decir, la topoloǵıa más gruesa en AG tal que cada mapeo de proyección
πg : A

G → A es continuo, por lo cual se cumple 1).
Ahora, la topoloǵıa prodiscreta es la mı́nima topoloǵıa tal que los mapeos de proyección πg :

AG → A son continuos, sin embargo, esto curre si y sólo si la preimagen de cada elemento de
una subbase para la topoloǵıa discreta de A bajo πg es abierto para cada g ∈ G. La familia de
conjuntos unipuntuales de A es una subbase para la topoloǵıa discreta de A. Luego, la topoloǵıa
prodiscreta es la menor topoloǵıa que contiene al conjunto S∗ := {π−1

g ({a}) : a ∈ A, g ∈ G}, es
decir, S es una subbase para la topoloǵıa prodiscreta sobre AG y se cumple 2).

En vista de que cada factor A de AG está equipado con la topoloǵıa discreta, se sigue que
cualquier conjunto U ⊆ A es abierto en A. Aśı, la colección S := {π−1

g (U) : U ⊆ A, g ∈ G} es
una subbase para la topoloǵıa prodiscreta.

Para ver que se cumple 3) primero observe que

π−1
g∗ (U) = {x ∈ AG : x(g∗) ∈ U} =

∏
g∈G\{g∗}

Ag × U,

aśı que una intersección finita de elementos en S tiene la forma

π−1
g1
(U1) ∩ π−1

g2
(U2) ∩ · · · ∩ π−1

gn (Un) =
∏

g∈G\{g1,g2,...,gn}

Ag × U1 × U2 × · · · × Un,

donde los Ui son subconjuntos de A. Es decir que cada básico es de la forma∏
g∈G

Ug

donde Ug ̸= A sólo para un número finito de elementos de G.
El espacio discreto A es espacio de Hausdorff. Aśı la proposición 4) se desprende del hecho de

que el producto arbitrario de espacios de Hausdorff es en śı mismo un espacio de Hausdorff.
Para ver que se cumple 5) primero supongamos que AG tienen la topoloǵıa discreta y que G es

infinito. Entonces cada conjunto unipuntual es abierto, más espećıficamente, un básico. Aśı, dado

x ∈ AG, podemos escribir el abierto {x} mediante {x} =
⋂
gi∈F

π−1
gi
(Ui) con F ⊂ G finito. Por otro
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lado, podemos elegir g∗ ∈ G \ F y a ∈ A \ x(g∗) para construir y ∈ AG con y(g) = x(g) para cada

g ∈ F y y(g∗) = a. Luego x ̸= y, pero y ∈
⋂
gi∈F

π−1
gi
(Ui) lo cual es una contradicción.

Ahora si G es finito, entonces para cada x ∈ AG, el conjunto {x} =
⋂
g∈G

π−1
g (x|{g}) es una

intersección finita de elementos en S∗ y por lo tanto abierto en la topoloǵıa prodiscreta de AG.
Por el teorema de Tychonoff AG compacto si y sólo si A es compacto. Sin embargo, es sabido

que un espacio discreto es compacto si y sólo si es finito. Por lo tanto, se sigue 6). Para ver
que se cumple 7) observemos que si τ : AG → AG es continuo, también lo es πg ◦ τ : AG → A
pues la composición de mapeos continuos es mapeo continuo. Por otro lado, si asumimos que
πg ◦ τ es continuo, podemos considerar la subbase S := {π−1

g (U) : U ⊆ A, g ∈ G} y ver que
τ−1(π−1

g (U)) = (πg ◦ τ)−1(U) es conjunto abierto. Por lo cual τ es continuo pues la preimagen de
cada elemento de la subbase S bajo τ es abierto. ■

Como veremos a continuación el espacio de configuraciones AG es metrizable. Para ello vamos a
considerar un orden en G inducido por una enumeración (gn)n∈Z de G. Aśı, dada una configuración
x ∈ AG será útil considerar la notación x(g) = xg y para dos enteros k1 ≤ k2 definamos x[gk1 ,gk2 ] :=
{xgi : k1 ≤ i ≤ k2}.

Proposición 2.2.2. Sea G un grupo contable y A un conjunto finito. Sea (gn)n∈Z una enumeración
de G. La función d : AG × AG → R+

0 dada por

d(x, y) =

 2−mı́n{|k| : xgk
̸=ygk} si x ̸= y,

0 si x = y

es una métrica para el espacio de configuraciones AG.

Demostración. Consideremos dos configuraciones x, y ∈ AG. Por definición de d, si x = y,
entonces d(x, y) = 0. Además, la función f(t) = 2−t es estrictamente positiva, por lo que d(x, y) = 0
si y sólo si x = y.
La función d está bien definida cuando x ̸= y. En efecto, pues si x ̸= y que el conjunto {k : xgk ̸=
ygk} es no vaćıo (de lo contrario x = y), y por lo tanto {|k| : xgk ̸= ygk} tampoco. Entonces,
por el principio de buena ordenación de N, {|k| : xgk ̸= ygk} posee un elemento mı́nimo N y
d(x, y) = 2−N ∈ R+. Por otro lado, ya que la relación ̸= es simétrica se sigue que d(x, y) = d(y, x).

Consideremos ahora x, y, z ∈ AG distintos dos a dos (en otro caso es claro que la desigualdad
del triángulo se cumple). Sean

Nxy = mı́n{|k| : xgk ̸= ygk}, Nyz = mı́n{|k| : ygk ̸= zgk} y Nxz = mı́n{|k| : xgk ̸= zgk}.

Hagamos N = mı́n{Nxy, Nyz}.

Si N = 0, entonces d(x, y) = 1 o d(y, z) = 1. Además, como la distancia máxima entre dos
configuraciones es 1, se tiene que d(x, y) + d(y, z) ≥ 1 ≥ d(x, z).

Si N > 0, entonces x[g−i,gi] = y[g−i,gi] y y[g−i,gi] = z[g−i,gi] para |i| < N . Aśı que, por transiti-
vidad x[g−N+1,gN−1] = z[g−N+1,gN−1]; pero esto significa que Nxz ≥ N , además como la función
f(t) = 2−t es monótona decreciente, se cumple

d(x, z) = 2−Nxz ≤ 2−N ≤ 2−Nxy + 2−Nyz = d(x, y) + d(y, z).
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■
La métrica introducida en la Proposición 2.2.2 se denomina métrica usual para el espacio de

configuraciones. La idea intuitiva es que dos sucesiones están cerca si coinciden en un gran tra-
mo(simétrico) de coordenadas alrededor de la coordenada cero. Además, veremos que esta métrica
es compatible con la topoloǵıa prodiscreta de X. Como primer paso veamos cómo caracterizar los
entornos de nuestro espacio métrico (X, d).

Proposición 2.2.3. Sea G un grupo contable y A un conjunto finito. Sean ε > 0 y x, y dos puntos
del espacio de configuraciones AG. Se tiene que

d(x, y) < ε⇔ xg
[−⌊log2

1
ε⌋,⌊log2

1
ε⌋]

= yg
[−⌊log2

1
ε⌋,⌊log2

1
ε⌋]
.

En particular para cualquier K ∈ N, tenemos que d(x, y) < 2−K si y sólo si xg[−K,K]
= yg[−K,K]

Demostración. Observe que

d(x, y) < ε⇔ 2−mı́n{|k| : xk ̸=yk} < ε

⇔ mı́n{|k| : xk ̸= yk} > log2
1

ε

⇔ mı́n{|k| : xk ̸= yk} >
⌊
log2

1

ε

⌋
⇔ xg

[−⌊log2
1
ε⌋,⌊log2

1
ε⌋]

= yg
[−⌊log2

1
ε⌋,⌊log2

1
ε⌋]
,

en partiular, si K ∈ N

d(x, y) < 2−K ⇔ xg
[−⌊log2

1
2−K ⌋,⌊log2

1
2−K ⌋] = yg

[−⌊log2
1

2−K ⌋,⌊log2
1

2−K ⌋]
⇔ xg[−K,K]

= yg[−K,K]

■
En vista de lo anterior, la bola de radio r con centro en x ∈ AG (el conjunto de configuraciones

que se encuentran a una distancia menor que ε de la configuración x) es el conjunto

Br(x) :=

{
y ∈ AG : xg

[−⌊log2
1
r⌋,⌊log2

1
r⌋]

= yg
[−⌊log2

1
r⌋,⌊log2

1
r⌋]

}
.

De la proposición anterior se sigue que la colección BM := {Br(x) : r = 2−k, k ∈ N, x ∈ AG}
constituyen una base para la topoloǵıa τd inducida por la métrica d.

Proposición 2.2.4. La métrica usual para el espacio de configuraciones es compatible con la
topoloǵıa prodiscreta.

Demostración. Denotemos por SA es la colección de subconjuntos unipuntutales de A y sea

B2−k(x) ∈ BM . Tenemos que B2−k(x) = {y ∈ AG : xg[−k,k]
= yg[−k,k]

} =
∏
gi∈G

Ugi , donde Ugi ∈

SA para i ∈ [−k, k], y Ugi = A en otro caso. Luego B2−k(x) es un elemento de la base dada en la
proposición 2.2.1-3) para la topoloǵıa prodiscreta de AG.

Sean B un elemento de la base para la topoloǵıa prodiscreta de AG dada en la proposición

2.2.1-3) y x ∈ B. Entonces B =
∏
gi∈G

Ugi donde Ugi ⊂ A y Ugi ̸= A sólo para i ∈ F , F ⊆ Z finito.
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Sea m := máx{|i| | i ∈ F}. Entonces B2−m(x) es un elemento de BM tal que x ∈ B2−m(x) ⊂ B. El
resultado se sigue de la proposición 1.36 de [DFS18]. ■

Un espacio topológico X se denomina totalmente disconexo si los únicos subconjuntos conexos
no vaćıos son los conjuntos unipuntuales. Por otro lado, diremos que X es un espacio perfecto si
todos sus puntos son puntos de acumulación; en un espacio métrico esto equivale a pedir que exista
una sucesión {xn}n∈N tal que xn ̸= x para todo n ∈ N y ĺım

n→∞
xn = x.

Proposición 2.2.5. El espacio de configuraciones AG es totalmente disconexo. Además, si G es
infinito y |A| ≥ 2 entonces es un conjunto perfecto.

Demostración. Sea C ⊂ AG no vaćıo y conexo. Entonces por continuidad de los mapeos de
proyección, para cada g ∈ G, πg(C) es un subconjunto de A no vaćıo y conexo. Ya que A es
totalmente disconexo, para cada g ∈ G el conjunto πg(C) es un conjunto unipuntual. Por lo tanto,
C mismo es unipuntual y AG es totalmente disconexo.

Ahora supongamos que G es infinito y que |A| ≥ 2. Sea {gn} ⊆ G una sucesión de distintos
elementos de G. Dado x ∈ AG construimos una sucesión {xn} de elementos de AG a partir de las
relaciones

xn(g) =

{
x(g), si g ̸= gn

a ̸= x(g), si g = gn

es claro que {xn} converge a x. Aśı todo elemento de AG es punto ĺımite y AG es perfecto. ■

El conjunto triádico de Cantor es un espacio topológico que consiste en el conjunto

C1/3 :=

{
x ∈ [0, 1] : x =

∞∑
n=1

αn

3n
para αn ∈ {0, 2}

}
equipado con la topoloǵıa de subespacio de la topoloǵıa usual de R. Un conjunto de Cantor es
un espacio topológico homeomorfo al conjunto triádico de Cantor.

Corolario 2.2.1. Si G es infinito y A un conjunto finito con |A| ≥ 2, entonces el espacio de
configuraciones AG es un conjunto de Cantor.

Demostración. Ya que A es finito por 6) de la Proposición 2.2.1 tenemos que AG es compacto;
por la Proposición 2.2.2 es un espacio metrizable; además, la Proposición 2.2.5 nos asegura que es
totalmente disconexo y ya que G es infinito y |A| ≥ 2 también tenemos que es un espacio perfecto.
Finalmente, todo espacio compacto, metrizable, perfecto y totalmente disconexo es un conjunto
de Cantor (ver caṕıtulo 12 de [Moi13] ). ■

2.2.2. Espacios Shift

Ahora vamos a considerar una acción continua G ↷ AG conocida como el G-shift en AG o
simplemente la acción de traslación en AG; dicha acción se describe acontinuación.

Dados x ∈ AG y g ∈ G podemos definir una acción izquierda G ↷ AG como el mapeo
Σ : G× AG → AG dado por

g · x(h) = x(g−1h), ∀h ∈ G.

En efecto, para todo g1, g2, h ∈ G, se satisfacen las relaciones
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i) e · x(h) = x(eh) = x(h),

ii) g2 · (g1 · x)(h) = (g1 · x)(g−1
2 h) = x(g−1

1 g−1
2 h) = x((g1g2)

−1h) = (g1g2) · x(h).

Un par de propiedades destacables de la acción de traslación son las siguientes.

Proposición 2.2.6. La acción de traslación G ↷ AG es continua. Además, si |A| > 1, entonces
esta acción es fiel.

Demostración. Para g ∈ G considere la transición asociada φg : A
G → AG dado por φg(x) = g·x.

Observe que el mapeo πh ◦φg = πg−1h es continuo en AG para todo h ∈ G. En consecuencia, φg es
continuo. Sean g0 ∈ G \ {e} y a, b ∈ A con a ̸= b. Consideremos la configuración x ∈ AG dada por

x(g) =

{
a, si g = e

b, en otro caso.

Entonces g0 · x(e) = x(g−1
0 ) = b y x(e) = a, lo cual implica que g0 · x ̸= x. Luego la acción es

fiel. ■

Como hemos revisado anteriormente, el espacio de configuraciones AG es metrizable y por lo
tanto un espacio de Hausdorff; mas para un alfabeto finito A, tenemos que AG es compacto. Aśı
para un conjunto finito A podemos equipar al espacio de configuraciones AG con el G-shift y
obtenemos un G-sistema (AG, σ) conocido como el full G-shift (o el G-shift Bernoulli ) con
alfabeto asociado A o simplemente el full shift AG.

Los subsistemas de un full G-shift se denominan subshifts, equivalentemente, tenemos la si-
guiente definición.

Definición 2.2.1. Un subshift de (AG, σ) es un subconjunto cerrado y G-invariante de AG.

Sea F un subconjunto finito de G. Un patrón con soporte F es un elemento p ∈ AF . La
intersección finita de cilindros elementales genera un tipo de conjunto conocido como cilindro. Un
subconjunto CP

F ⊂ AG se denomina cilindro si existe un subconjunto finito F ⊂ G y un conjunto
de patrones P ⊂ AF tales que

CP
F = {x ∈ AG : x|F ∈ P}.

Proposición 2.2.7. Sean G un grupo y A un conjunto finito. Los cilindros del espacio de confi-
guraciones AG satisfacen las siguientes propiedades.

i) El complemento de un cilindro es también un cilindro.

ii) La unión o intersección de dos cilindros es un cilindro.

iii) Los cilindros son conjuntos abiertos y cerrados.

iv) El conjunto de todos los cilindros forma una base para la topoloǵıa prodiscreta de AG.
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Demostración. Sea CP
F un cilindro. Observe que el conjunto de patrones AF es finito. Luego,

su complemento es (CP
F )

c = {x ∈ AG : x|F ∈ AF \ P}, el cual, es de nueva cuenta un cilindro
pues AF \ P es finito y se cumple i). Ahora consideremos dos cilindros CP1

F1
y CP2

F2
. Observe que

CP1
F1

∪CP2
F2

= CP
F1∪F2

, donde P = {p ∈ AF1∪F2 | p|F1 ∈ P1 o p|F2 ∈ P2} y CP1
F1

∩CP2
F2

= CP∗
F1∪F2

, donde
P∗ = {p ∈ AF1∪F2 | p|F1 ∈ P1 y p|F2 ∈ P2} y se cumple ii). Sea P = {pi : F → A | i = 1, ..., n} un
conjunto de patrones con soporte finito F . Entonces

CP
F =

⋃
pi∈P

C
{pi}
F =

⋃
pi∈P

[⋂
h∈F

π−1
h (pi(h))

]
,

de donde se desprende que CP
F es abierto al ser unión de básicos. Además, por i) sabemos que

el complemento de un cilindro es otro cilindro por lo cual cada cilindro es conjunto abierto y
cerrado en la topoloǵıa prodiscreta. Finalmente, consideremos la base B de la proposición 2.2.1 y
denotemos por C la familia de cilindros sobre AG. Si B ∈ B, entonces existe un conjunto F ⊆ A
tal que B =

∏
g∈G Ug con Ug ⊆ A y Ug ̸= A para g ∈ F . Consideremos la familia de mapeos

P = {f : F →
⋃

g∈F Ug | f(g) ∈ Ug ∀g ∈ F}. Entonces CP
F = B y B ⊆ C, de donde se desprende

que C es base para la para la topoloǵıa prodiscreta de AG. ■

Sea P ⊆ AF un conjunto de patrones con soporte F . Para cada p ∈ P definamos el mapeo
pg : gF → A dado por pg(gf) = p(f) para cada f ∈ F y sea Pg := {pg : gF → A | p ∈ P}.
Diremos que el patrón p ocurre en x ∈ AG, lo cual denotamos mediante p ⊏ x si existe g ∈ G tal
que tal que x ∈ C

{pg}
gF .

Lema 2.2.1. Sea P ⊆ AF un conjunto de patrones con soporte F y para un g ∈ G fijo consideremos
el conjunto g · CP

F = {x ∈ AG : x = g · y para algún y ∈ CP
F }. Tenemos que CPg

gF = g · CP
F .

Demostración. Observe que si x ∈ g · CP
F y f ∈ F , entonces se cumplen las relaciones x(gf) =

y(g−1gf) = y(f) = p(f) para algún p ∈ P , y por lo tanto, x|gF ∈ Pg. Luego g · CP
F ⊆ CPg

gF .
Por otro lado, si tomamos z ∈ CPg

gF , tenemos que existe p ∈ P tal que pg(gf) = z(gf) = p(f) para
cdada f ∈ F . Consideremos la configuración y ∈ AG dada por y(h) = z(gh) para cada h ∈ G.
Para cada f ∈ F se cumple p(f) = z(gf) = y(g−1gf) = y(f), es decir, y|F = p y y ∈ CP

F . En vista
de que z(h) = y(g−1h) para cada h ∈ G, tenemos que z = g · y y z ∈ g · CP

F . Luego C
Pg

gF ⊆ g · CP
F .

■

Proposición 2.2.8. Sea X ⊆ AG. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) X es un subshift.

ii) Existe un conjunto de patrones F = {pi : Fi → A : i ∈ I} tal que X = AG \
⋃

pi∈F ,
g∈G

C
{pgi }
gFi

.

Demostración. Primero supongamos que se cumple i), es decir, que X es un subshift. Entonces
X es el complemento de un abierto. Aśı, según iv) de la proposición 2.2.7 podemos escribir X =

AG \
⋃
i∈I

CPi
Fi
. Pero X es conjunto G-invariante, aśı que, si x ∈ X entonces

g · x ∈ X ∀g ∈ G⇔ g · x /∈ CPi
Fi

∀(g, i) ∈ G× I

⇔ x|g−1Fi
/∈ Pg−1

i ∀(g, i) ∈ G× I

⇔ x /∈ C
Pg−1

i

g−1Fi
∀(g, i) ∈ G× I

⇔ x /∈ C
Pg
i

gFi
∀(g, i) ∈ G× I,



26

es decir, x ∈ X = AG \
⋃
i∈I,
g∈G

C
Pg
i

gFi
. Haciendo F =

⋃
i∈I

Pi y observando que
⋃
i∈I,
g∈G

C
Pg
i

gFi
=
⋃

pi∈F ,
g∈G

C
{pgi }
gFi

tenemos que i) implica ii).
Ahora supongamos que se cumple ii). Es claro que X es cerrado al ser el complemento de un

abierto. Además si x ∈
⋃

pi∈F ,
g∈G

C
{pgi }
gFi

, existe (pj, h) ∈ F × G tal que x ∈ C
{phj }
hFj

y por el Lema 2.2.1

tenemos que para toda α ∈ G tenemos que α · x ∈ α · C{phj }
hFj

= C
{pαh

j }
αhFj

⊆
⋃

pi∈F ,
g∈G

C
{pgi }
gFi

. Por lo tanto,

⋃
pi∈F ,
g∈G

C
{pgi }
gFi

es conjunto G-invariante. Luego, X es conjunto G-invariante al ser el complemento de

un conjunto G-invariante. Al ser X cerrado y G-invariante se sigue que X es subshift y ii) implica
i). ■

Corolario 2.2.2. Sea X ⊆ AG un subshift. Existe un conjunto de patrones F tales que X = {x ∈G

: p ⊏ x implica p /∈ F}.

El corolario 2.2.2 nos dice que todo subshift X se puede caracterizar especificando un conjunto
de patrones F que no pueden ocurrir en sus configuraciones, por ello denominados a F conjunto
de patrones prohibidos.

Definición 2.2.2. Un subshift X ⊆ AG se denomina subshift de tipo finito si el conjunto de
patrones prohibidos que lo define es finito.

2.3. Autómatas celulares

Ahora vamos a describir los morfismos topológicos entre full shifts. Si bien, los morfismos
topológicos entre dos full G-shifts AG y BG son simplemente mapeos AG → BG continuos que son
G-equivariantes, cuando A y B son finitos poseen una caracterización combinatoria v́ıa el teorema
de Curtis-Lyndon-Hedlund.

Sean A y B dos conjuntos y consideremos los correspondientes G-full shifts AG y BG. Dado
un subconjunto finito S ⊂ G y un mapeo µ : AS → B, podemos construir un mapeo continuo
y G-equivariante τ : AG → BG de la siguiente manera: para todo x ∈ AG definimos τ(x) ∈ AB

mediante la siguiente relación:

∀g ∈ G, τ(x)(g) = µ((g−1 · x)|S).

Observación 2.3.1. Sea K ⊆ G un subconjunto finito y consideremos AK con la topoloǵıa
prodiscreta. El mapeo ResK : AG → AK dado por ResK(x) = x|K es continuo. En efecto, pues
al ser K finito la proposición 2.2.1 garantiza que AK es en realidad un espacio discreto. Aśı una
subbase para AK es la colección de conjuntos unipuntuales {{x} : x ∈ AK}. Finalmente observe
que

Res−1
K (x) = {z ∈ AG : z|K = x} = V (x′, K),

donde x′ es cualquier extensión de x a AG. Luego, Res−1
K (x) es un conjunto abierto para todo

x ∈ AK . El mapeo µ es un mapeo entre los espacios discretos, luego es continuo; además, por la
proposición 2.1.4 el mapeo de transición φg−1 es también continuo.
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En realidad, la observación anterior implica que τ : AG → BG es un mapeo continuo, pues para
toda g ∈ G tenemos que

πg ◦ τ(x) = τ(x)(g) = µ ◦ ResS ◦ φg(x), ∀x ∈ AG.

Además, τ : AG → BG es G-equivariante pues para cada g, h ∈ G se cumple:

g · τ(x)(h) = τ(x)(g−1h)

= µ(((g−1h)−1 · x)|S)

= µ((h−1g · x)|S)

= µ((h−1 · (g · x))|S)

= τ(g · x)(h)

De hecho, cuando los alfabetos son finitos uno puede obtener de esta manera todos los mapeos
continuos y G-equivariantes entre los correspondientes full G-shifts.

Teorema 2.3.1 (Curtis-Lyndon-Hedlund). Sean AG y BG dos full G-shifts con A y B finitos. Un
mapeo τ : AG → BG es continuo y G-equivariante si y sólo si existe un subconjunto finito S ⊆ G
y un mapeo µ : AS → B tal que

τ(x)(g) = µ((g−1 · x)|S),

para todo x ∈ AG y g ∈ G.

Demostración. El converso se sigue de la discusión anterior. Aśı, supongamos que τ : AG → BG

es un mapeo continuo y G-equivariante. Consideremos el mapeo µ̂ : AG → B dado por

µ̂(x) := τ(x)(e), ∀x ∈ AG,

donde e es la identidad del grupo. Observe que µ̂ = πe ◦τ , de donde se desprende que µ̂ es continuo
al ser composición de mapeos continuos. Por lo tanto, para toda x ∈ AG y toda vecindad V de µ̂(x)
existe una vecindad V (x,Kx) de x (con Kx ⊆ G finito) tal que µ̂(V (x,Kx)) ⊆ V . En particular, si
considereamos el abierto V = {µ̂(x)} ⊂ B, tenemos que

µ̂(x) = µ̂(z), ∀z ∈ V (x,Kx). (2.3.1)

La colección {V (x,Kx) : x ∈ AG} es una cubierta abierta de AG. Debido a que A es finito,
AG es compacto por la Proposición 2.2.1, aśı que existe un subconjunto finito F ⊆ AG tal que
{V (x,Kx) : x ∈ F} es una cubierta abierta de AG. Definamos el siguiente conjunto finito de G:

S :=
⋃
x∈F

Kx.

Sean x, y ∈ AG tales que y|S = z|S, y sea x0 ∈ F tal que y ∈ V (x0, Kx0). Como Kx0 ⊆ S, tenemos
que y|Kx0

= z|Kx0
, y por lo tanto z ∈ V (x0, Kx0). Luego, por la relación (2.3.1 ) de arriba tenemos

que

µ̂(y) = µ̂(x0) = µ̂(z).
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Esto demuestra que la imagen de cualquier z ∈ AG bajo µ̂ sólo depende de z|S, y podemos definir
el mapeo µ : AS → B como µ̂(z′) := µ̂(z), para toda z′ ∈ AS, donde z es cualquier configuración
en AG tal que z′ = z|S. Por G-equivarinaza, tenemos que para cualquier x ∈ AG, g ∈ G,

τ(x)(g) = g−1 · τ(x)(e) = τ(g−1 · x)(e) = µ̂(g−1 · x) = µ((g−1 · x)|S).

Aśı, existe un subconjunto finito S ⊆ G y un mapeo µ : AS → B tal que

τ(x)(g) = µ((g−1 · x)|S).

■

Si aplicamos el Teorema con B = A tenemos una familia importante de endomorfismos 1 del
full G-shift AG, los denominados autómatas celulares.

Definición 2.3.1. Sea G un grupo y A un conjunto. Un autómata celular sobre AG es un mapeo

τ : AG → AG

tal que existe un subconjunto finito S ⊆ G (llamado conjunto memoria de τ ), y un mapeo local
µ : AS → A que satisfacen

τ(x)(g) = µ((g−1 · x) |S ),
para toda x ∈ AG, g ∈ G.

Observación 2.3.2. Cuando trabajamos con un autómata celular τ , la relación τ(x)(e) = µ(x|S)
es útil para identificar el mapeo local asociado.

Ejemplo 2.3.1. (Transformaciones del alfabeto) Sea G un grupo, A un conjunto y f : A→ A
un mapeo de A en śı mismo. Entonces el mapeo τ : AG → AG definido por τ(x) = f ◦ x satisface
las relaciones τ(x)(e) = (f ◦ x)(e) = f(x|{e}), por lo cual τ es un autómata celular con conjunto
memoria S = {e} y mapeo local µ : AS → A dado por µ(y) = f(y(e)). En particular, si f es el
mapeo identidad IdA en A, entonces τ es igual al mapeo IdAG en AG.

Ejemplo 2.3.2. (Acción de Mayoŕıa sobre Z) Considere G = Z, A = {0, 1}, S = {−1, 0, 1} y
µ : AS → A definida por

µ(a−1, a0, a1) =

 1 si a−1 + a0 + a1 ≥ 2,

0 en otro caso

El comportamiento del correspondiente autómata celular τ : AZ → AZ se muestra en la siguiente
figura.

1Un endomorfimo es un morfismo topológico de un espacio shift en śı mismo.
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Note que τ no es sobreyectivo, pues2 01001∞ /∈ τ(AZ); además tampoco es inyectivo, ya que
τ(110∞) = τ(1∞) = 1∞.

Ejemplo 2.3.3. (El Juego de la Vida) Consideremos el grupo G = Z2 y el conjunto finito
S = {−1, 0, 1} ⊂ G. Entonces, hay una correspondencia uno a uno entre las células en la ret́ıcula
(en el sentido clásico) y los elementos en G de manera que se cumple lo siguiente. Si c es una célula
dada, entonces c+ (0, 1) es la célula vecina al norte, c+ (1, 1) es la célula vecina al noreste, y aśı
sucesivamente; en otras palabras, c y sus ocho células vecinas corresponden a los elementos del
grupo c+ s con s ∈ S.

c+ (−1,−1) c+ (0,−1) c+ (1,−1)

c+ (−1, 0) c c+ (1, 0)

c+ (−1, 1) c+ (0, 1) c+ (1, 1)

Figura 2.1: Vecindad de una célula c.

Además consideremos el alfabeto A = {0, 1}, donde el estado 0 (resp. 1) corresponde a la
ausencia (resp. presencia) de vida. A cada configuración de los estados de las células en la ret́ıcula
asociamos un mapeo x ∈ AG definido como sigue. Dada una célula c, establecemos x(c) = 1 (resp.
0) si la célula c está viva (resp. muerta). Aqúı µ : AS → A está dada por:

µ(y) =



1, si



∑
s∈S

y(s) = 3

o∑
s∈S

y(s) = 4 y y((0, 0)) = 1

0, en otro caso

para toda y ∈ AG.

2La expresión 01001∞ representa la configuración periódica ...0100101001.0100101001...; puede revisar la sección
5.4.1 para más detalles.
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Hay que notar que esta familia de endomorfismos no es exhaustiva, es decir, existen endomor-
fimos que no son autómatas celulares, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.4. Consideremos el espacio de configuraciones AG con G un grupo infinito arbitrario
y G = A. El mapeo τ : AG → AG dado por

τ(x)(g) = x(gx(g)),

para todo x ∈ AG, g ∈ G, es un endomorfismo del full shift AG que no es autómata celular. Para
ver que τ es G-equivariante observe que dado x ∈ AG y g, h ∈ G se cumplen las relaciones

g · (τ(x))(h) = τ(x)(g−1h)

= x(g−1h · x(g−1h))

= x(g−1h · [g−1 · x](h))

= g · x(h · [g−1 · x](h))

= τ(g · x)(h).

Sean x ∈ AG y K ⊂ G un conjunto finito. Hagamos F = K ∪ {k · x(k) : k ∈ K}. Si y ∈ V (x, F ),
entonces para cada k ∈ K uno tiene que

τ(x)(k) = x(kx(k)) = y(kx(k)) = y(ky(k)) = τ(y)(k),

lo cual significa que τ(y) ∈ V (τ(x), F ). Luego τ es continuo. Aśı hasta el momento sabemos que τ
es un morfismo topológico de AG.
Ahora bien, consideremos un elementos g0 ∈ G \ {e} fijo y para cada g ∈ G consideremos las
configuraciones xg y yg en AG definidos mediante

xg(h) =


g si h = e

g0 si h = g

e en otro caso,

y

yg(h) =

{
g si h = e

e en otro caso,

para toda h ∈ G. Observe que xg|G\{g} = yg|G\{g}. Sea F ⊂ G un conjunto finito. Ya que G es
infinito es posible elegir g ∈ G \ F . Aśı uno tiene que xg|F = yg|F mientras que

τ(xg)(e) = xg(xg(e)) = xg(g) = g0 ̸= e = yg(g) = yg(yg(e)) = τ(yg)(e).

Por lo tanto, no existe conjunto finito F ⊂ G tal que para toda x ∈ AG, los valores de τ(x) en e
solo dependan de los valores de x|F , es decir, τ no es autómata celular.

Proposición 2.3.1. Sea G un grupo y A un conjunto. Considere un mapeo τ : AG → AG. Sea S
un subconjunto finito de G y sea µ : AS → A. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) τ es un autómata celular que admite a S como conjunto memoria y a µ como el mapeo local
asociado.

(ii) τ es G-equivariante y se tiene que τ(x)(e) = µ(x|S) para todo x ∈ AG.

Demostración. Todo autómata celular es un morfismo topológico por lo cual es G-equivariante,
además, por definición τ(x)(e) = µ((e−1 · x)|S) = µ(x|S). Luego (i) implica (ii)
Rećıprocamente, supongamos que se cumple (ii). Entonces, por la G-equivarianza de τ , tenemos

τ(x)(g) = g−1 · τ(x)(e) = τ(g−1 · x)(e) = µ
(
(g−1 · x)|S

)
para todo x ∈ AG y g ∈ G. Luego, (ii) implica (i). ■

Lema 2.3.1. Sea G un grupo y sea A un conjunto. Sea τ : AG → AG un autómata celular con
conjunto memoria S y sea g ∈ G. Entonces τ(x)(g) depende solo de las restricción de x a gS.

Demostración. Si µ : AS → S es el mapeo local asociado, entonces por definición de autómata
celular se cumple τ(x)(g) = µ((g−1 · x) |S ), sin embargo, (g−1 · x)(s) = x(gs) para todo s ∈ S. ■

Proposición 2.3.2. Sea G un grupo y sea A un conjunto. Sean σ : AG → AG y τ : AG → AG

autómatas celulares con conjuntos memoria S y T respectivamente. Entonces la composición σ◦τ :
AG → AG es un autómata celular que admite a ST = {st : s ∈ S, t ∈ T} como conjunto memoria.

Demostración. Al ser σ y τ mapeos G-equivariantes el mapeo σ ◦ τ es G-equivariante en virtud
de iv) la Proposición 2.1.2.
Por otro lado, para cada x ∈ AG, tenemos que σ ◦ τ(x)(e) = σ (τ(x)) (e) sólo depende de la
restricción de τ(x) a S. Nuevamente, por el Lema 2.3.1 se cumple que, para todo s ∈ S, el valor
τ(x)(s) depende solo de la restricción de x a sT . Por lo tanto, σ ◦ τ(x)(e) depende solo de la
restricción de x a ST , es decir existe un mapeo µ : AST → A, tal que σ ◦ τ(x)(e) = µ(x|ST ) .
Finalmente aplicando la Proposición 2.3.1 se concluye que σ ◦ τ es un autómata celular que admite
conjunto memoria ST . ■

Se sigue de la Proposición 2.3.2 y del Ejemplo 2.3.1 que para un conjunto A y un grupo G el
conjunto de autómatas celulares sobre AG constituyen un monoide bajo la composición de mapeos,
el cual denotamos mediante

CA(AG) := {τ : AG → AG : τ es un autómata celular}.

Por otro lado, el grupo de unidades del monoide CA(AG) denotado por ICA(AG) consta de los
autómatas celulares invertibles sobre AG. Entonces los elementos del grupo ICA(AG) son
autómatas celulares τ : AG → AG cuyo inverso τ−1 : AG → AG es también un autómata celular.

Además, se sigue de 2.1.7 que todo autómata celular biyectivo sobre un espacio de configura-
ciones con alfabeto finito es siempre un autómata celular invertible.

Ejemplo 2.3.5. (Permutaciones del alfabeto) Consideremos un grupo contable G y un con-
junto finito A. Siguiendo el Ejemplo 2.3.1 podemos considerar una permutación del alfabeto
f ∈ Sym(A) y el correpondiente autómata τ(x) = f ◦ x. Entonces τ es un autómata celular
invertible con inverso dado por τ−1(x) = f−1 ◦ x. En este caso el espacio de configuraciones es
metrizable (ver Proposición 2.2.2) y es de notar que estos autómatas son de hecho isometŕıas del
espacio de configuraciones.
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Ejemplo 2.3.6. (Marcador de Hedlund) Para un alfabeto finito A, la contrucción de auto-
morfismos del full shift AZ mediante la técnica de marcadores ha sido ampliamente utilizada para
demostrar ciertas propiedades del grupo de automorfismos de AZ. Esta técnica fue introducida
por Hedlund en [Hed69] y ha sido adaptada en diversos trabajos para estudiar el grupo de au-
tomorfismos de subshifts de tipo finito. En vista de que las permutaciones del alfabeto inducen
automorfismos de AZ (ver Ejemplo 2.3.5), es natural preguntarse si esto se puede generalizar a
automorfismos inducidos por mapeos que reemplazan bloques en configuraciones. Sin embargo,
surgen ciertos inconvenientes a la hora de tratar de definirlos. Veamos un par de ejemplos que
ilustran la situación; en ellos asumimos que el alfabeto es A = {0, 1, 2}:

i) El mapeo ϕ : AZ → AZ, de manera que ϕ(x) se obtiene reemplazando el bloque 12 por el
bloque 01, siempre que 12 ⊏ x, por ejemplo:

x = ...012100.12120...

ϕ(x) = ...001100.01010...

Este mapeo está bien definido, pero no es inyectivo, pues si y = ...001100.12120..., entonces
ϕ(x) = ϕ(y). Luego ϕ no es automorfismo.

ii) También podŕıamos intentar definir el mapeo ϕ′ : AZ → AZ, de manera que ϕ′(x) se obtiene
reemplazando el bloque 00 por el bloque 01, siempre que 00 ⊏ x pero entonces ¿qué sucede
con ...0.00...? ¿ϕ′(x) = ...0.10 ó ϕ′(x) = ...0.01? Luego el mapeo ϕ no está bien definido.

Entonces la construcción de automorfismos a partir de marcadores solventa esos problemas y
acontinuación damos una describción de esta. Diremos que dos palabras w y u se superponen si
podemeos escribir w = w′v y u = vu′ o bien u = u′v y w = vw′; más espećıficamente diremos que w
y u se superponen con longitud i, donde i = |v|. Sean Mℓ ∈ Bk(A

Z), Mr ∈ Bk′(A
Z) y D ⊆ Bn(A

Z)
tales que satisfacen la siguiente condición de superposicón: para cualesquiera d, d′ ∈ D, siMℓdMr y
Mℓd

′Mr se superponen (no trivialmente) con longitud i ≤ mı́n(k, k′). Entonces cada permutación
π ∈ Sym(D) induce un automorfismo τπ que escanea cada configuración x a través de una ventana
de longitud k + n+ k′ y cada bloque de la forma MℓdMr lo reemplaza por Mℓπ(d)Mr dejando fija
cualquier otra palabra que ocurra en x. A estos automorfismos τπ se les conoce como automorfismos
de marcadores ; a Mℓ y Mr se les llama marcardores izquierdo y derecho respectivamente; y a cada
d ∈ D se le conoce como palabra dato. Observe que la condición de superposición mencionada
garantiza que cada mapeo τπ está bien definido. Además, ya que D es finito tenemos que cada
automorfismo de marcadores es un elemento del grupo Aut(AZ) de orden finito.

Por ejemplo, podemeos considerar A = {0, 1}, Mℓ = 0, Mr = 10 y D = {0, 1}. Si π es
la identidad obtendremos el autómata celular invertible Id : AZ → AZ. Por otro lado, si π es
la transposición que intercambia 0 y 1, entonces tendremos un autómata celular cuyo conjunto
memoria es S = {−1, 0, 1, 2} y con mapeo local µ : AS → A dado por

µ(a−1, a0, a1, a2) =

 1− a0 si (a−1, a1, a2) = (0, 1, 0),

a0 en otro caso

El correspondiente autómata celular τπ : AZ → AZ es una involución no trivial de AZ. La siguiente
imagen ilustra el comportamiento de τπ.
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Ejemplo 2.3.7. Autómatas celulares invertibles inducidos por traslaciones. Sea G un
grupo y A un conjunto. Si s0 ∈ G y Rs0 : G → G es tal que Rs0(g) = gs0 y definimos el mapeo
τ : AG → AG mediante τ(x) = x ◦Rs0 , entonces, τ ∈ ICA(G;A). En efecto, ya que

τ(x)(g) = (x ◦Rs0) (g)

= x(gs0)

= µ
(
(g−1x)|{s0}

)
donde, µ(y|{s0}) = y(s0) para cada y ∈ AG.

Además el mapeo inverso de τ es τ−1 definido por τ−1(x) = x ◦Rs−1
0
. Basta con observar que:(

τ ◦ τ−1
)
(x) =

(
τ(τ−1(x))

)
= τ−1(x ◦Rs0) = (x ◦Rs0) ◦Rs−1

0
= x ◦Rs0 ◦Rs−1

0
,

y si g ∈ G, entonces:

(τ−1 ◦ τ)(x)(g) =
(
x ◦Rs0 ◦Rs−1

0

)
(g)

= (x ◦Rs0)(gs
−1
0 )

= x(gs−1
0 s0)

= x(g)

es decir, (τ ◦ τ−1) = IdAG ; análogamente es posible demostrar que (τ−1 ◦ τ) = IdAG . Pero, τ−1

también es un autómata celular, por lo tanto, τ ∈ ICA(G;A).

Observación 2.3.3. Sea G un grupo y A un conjunto. Si τ : AG → AG es un autómata celular
con mapeo local µ : AS → A, entonces el conjunto memoria S de τ no es único en general.
Por ejemplo, podŕıamos considerar un conjunto finito S ′ ⊆ G tal que S ′ ⊃ S y el mapeo local
asociado µ′ : AS′ → A dado por µ′(y) = µ(y|S) para cada y ∈ AS′

. Sin embargo, como veremos a
continuación, todo autómata celular admite un conjunto memoria de cardinalidad mı́nima.

Lema 2.3.2. Sea τ : AG → AG un autómata celular. Sean S1 y S2 conjuntos memoria para τ .
Entonces S1 ∩ S2 es también un conjunto memoria para τ .

Demostración. Sean µ1 : AS1 → A y µ2 : AS1 → A los correspondientes mapeos locales de τ
asociados a los conjuntos memoria S1 y S2 respectivamente. Sea y ∈ AG tal que x|S1∩S2 = y|S1∩S2 .
Sea z ∈ AG tal que z|S1 = xS1 y z|S2 = y|S2 (podŕıamos considerar por ejemplo, z tal que z|S1 = xS1

y z|(G\S1) = y|(G\S1)). Entonces se cumplen las relaciones

τ(x)(e) = µ1(x|S1) = µ1(z|S1) = τ(z)(e),
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y

τ(y)(e) = µ2(y|S2) = µ2(z|S2) = τ(z)(e),

de donde se desprende que τ(x)(e) = τ(y)(e). Por lo tanto, el valor τ(x)(e) depende solo de la
restricción de x al conjunto S1 ∩ S2 para todo x ∈ AG. Luego existe un mapeo µ : AS1∩S2 → A tal
que

τ(x)(e) = µ(x|S1∩S2) para todo x ∈ AG.

Pero τ es G-equivariante al ser autómata celular, de tal manera que la Proposición 2.3.1 nos
garantiza que S1 ∩ S2 es un conjunto memoria para τ . ■

Proposición 2.3.3. Sea τ : AG → AG un autómata celular. Entonces existe un único conjunto
memoria S0 ⊆ G de cardinalidad mı́nima. Además, si S es un subconjunto finito de G, entonces
S es un conjunto memoria para τ si y sólo si S0 ⊆ S.

Demostración. Sea S0 es un conjunto memoria para τ de cardinalidad mı́nima. Por la Observa-
ción 2.3.3 todo subconjunto finito S ⊆ G que contenga a S0 es también un conjunto memoria para
τ . Ahora si S es un conjunto memoria para τ , por el Lema 2.3.2 S0 ∩ S es también un conjunto
memoria para τ , pero S0 es conjunto memoria de cardinalidad mı́nima, aśı que |S ∩ S0| ≥ |S0|.
Esta última relación implica que S0 ⊆ S ∩ S0 ⊆ S. En particular, S0 está contenido en cualquier
otro conjunto memoria y es el único de cardinalidad mı́nima. ■

El conjunto memoria de cardinalidad mı́nima de un autómata celular es llamado conjunto
memoria mı́nimo.

Proposición 2.3.4. El conjunto memoria mı́nimo S0 de un autómata celular τ : AG → AG está
dado por

S0 :=
{
s ∈ G : ∃x1, x2 ∈ AG t.q. τ(x1)(e) ̸= τ(x2)(e) ∧ x1(g) = x2(g) ∀g ∈ G \ {s}

}
Demostración. Sea S el conjunto memoria mı́nimo de un autómata celular τ , µ ∈ AAS

el mapeo
local de τ asociado al conjunto memoria S y S0 definido como antes.

Supongamos que existe s ∈ S tal que s /∈ S0. Entonces para cada par de configuraciones
x1, x2 ∈ AG se cumple que: si x1|G\{s} = x2|G\{s} entonces τ(x1)(e) = τ(x2)(e), en particular si
x1, x2 ∈ AG son tales que x1|S\{s} = x2|S\{s} tenemos que τ(x1)(e) = τ(x2)(e), lo cual significa que

el valor τ(x)(e) solo depende de la restricción de x a S ′ := S \{s}. Aśı que existe µ′ ∈ AAS′
tal que

τ(x)(e) = µ′(x|S′), ∀x ∈ AG.

Luego por G-equivarianza de τ tenemos que

τ(x)(g) = g−1 · τ(x)(e) = τ(g−1 · x)(e) = µ′ ((g−1 · x)|S′
)
,

lo cual significa que S ′ es un conjunto memoria para τ contradiciendo el hecho de que S es el
conjunto memoria mı́nimo. Esto demuestra que S ⊆ S0.

Ahora supongamos que existe s ∈ S0 tal que s /∈ S. Entonces en particular ocurre que existen
dos configuraciones x1, x2 ∈ AG tales que τ(x1)(e) ̸= τ(x2)(e), pero x1|S = x2|S, lo cual significa
que el valor de τ(x)(e) no depende de la restricción de x a S contradiciendo el hecho de que S es
conjunto memoria para τ . Aśı tenemos que S0 ⊆ S. ■
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Ejemplo 2.3.8. Sea x∗ ∈ AG y consideremos el mapeo constante τ : AG → AG dado por τ(x) = x∗

para todo x ∈ AG. Entonces tenemos un autómata celular con mapeo local dado por τ(x)(e) =
x∗(e), donde se observa que la imagen de mapeo local no depende de ninguna coordenada espećıfica
de x. Alternativamente, también podemos argumentar que τ(x1)(e) = x∗(e) = τ(x2)(e) para todo
par de configuraciones x1, x2; luego por la Proposición 2.3.4 tenemos que S0 = ∅. Aśı el conjunto
memoria mı́nimo para un autómata celular constante es el conjunto vaćıo. Por otro lado, si τ es
un autómata celular con conjunto memoria ∅, entonces el valor de τ(x)(e) ∈ A es el mismo para
cada x ∈ AG, pues la restricción de cada configuración al conjunto vaćıo es la misma (el conjunto
vaćıo). Además, por G-equivarianza para cada g ∈ G y x ∈ AG tenemos que

τ(x)(g) = g−1 · τ(x)(e) = τ(g−1 · x)(e) = τ(x)(e),

lo cual significa que, de hecho, τ(AG) = {x∗} donde x∗ ∈ AG es la configuración constante dada
por x∗(g) = τ(x)(e) para cada g ∈ G. Por lo tanto, el conjunto memoria de un autómata celular
τ es el conjunto vaćıo si y sólo si τ es un mapeo constante.

Ejemplo 2.3.9. Por definición el conjunto memoria de los autómatas celulares inducidos por
traslaciones es un conjunto unipuntual (ver el Ejemplo 2.3.7) y al no ser mapeos constantes este
es el conjunto memoria mı́nimo. Un argumento análogo nos dice que los autómatas inducidos por
transformaciones del alfabeto (ver el Ejemplo 2.3.1) tienen conjunto memoria mı́nimo unipuntual.

Proposición 2.3.5. Sea G un grupo y A un conjunto. Entonces el grupo ICA(AG) continene una
copia de G.

Demostración. Consideremos el mapeo Φ : G → ICA(G;A), tal que Φ(s) = τs, donde s ∈ G
y τs : A

G → AG es el autómata celular invertible dado por τs(x)(g) = x(gs) para cada x ∈ AG y
g ∈ G justo como en el Ejemplo 2.3.7. Veamos que Φ es un homomorfismo de grupos. Si r, s, g ∈ G,
entonces

[(τr ◦ τs)(x)](g) = [(τr(τs(x))](g)

= (τs(x)) (gr)

= x(grs)

= x(g(rs))

= τrs(x)(g),

es decir, Φ(rs) = τrs = τr◦τs = Φ(r)Φ(s). Ahora tomemos r, s ∈ G tales que Φ(r) = Φ(s), entonces
se cumple que τr(x) = τs(x) para toda x ∈ AG. Además, como τr es invertible, tenemos la relación
x = τr−1s(x), para toda x ∈ AG. Se sigue que τe = τr−1s. Como el conjunto memoria de ambos
es mı́nimo se cumple la relación {e} = {r−1s}, es decir, r = s. Por lo tanto, Φ es inyectivo. Lo
anterior demuestra que G ↪−−→ ICA(AG). ■

Observación 2.3.4. Si en la Proposición 2.3.5 exigimos que |A| > 1, Φ no es sobreyectivo. En
efecto, pues en la familia de automorfismos inducidos por traslaciones el único elemento que tiene
como conjunto memoria mı́nimo a {e} es τe(x) = IdAG . Sin embargo, como A tiene al menos
dos elementos existen permutaciones no triviales del alfabeto que inducen autómatas celulares
invertibles con conjunto memoria mı́nimo {e}, los cuales son diferentes de la identidad, y por lo
tanto, no pertenecen a Φ(G).



36



Caṕıtulo 3

El número de configuraciones en el Full
Shift con un periodo mı́nimo dado.

3.1. Inversión de Möbius

La inversión de Möbius es un método para invertir ciertos tipos de sumas que relacionan dos
mapeos definidos sobre un conjunto parcialmente ordenado. Sus oŕıgenes se remontan al estudio
sistemático de las propiedades de la función de Möbius llevado a cabo por August Ferdinand Möbius
durante el siglo XIX; más espećıficamente en el contexto de la teoŕıa de la teoŕıa de números, donde
es útil para establecer propiedades de funciones aritméticas y multiplicativas. La primera versión
coherente del enunciado del Teorema de Inversión de Möbius fue presentada 1935 por L. Weisner
y fue redescubirto por P. Hall en 1936, ambos motivados por la solución de problemas de teoŕıa
de grupos finitos. Sin embargo, en 1964 Gian-Carlo Rota publica [Rot64] en donde muestra por
primera vez un estudio profundo de este principio y muestra sus alcances al aplicarlo a una amplia
gama de situaciones, primordialmente enfocadas en combinatoria.

Para describir el concepto en su máxima generalidad recordaremos algunas definiciones básicas
y resultados acerca de conjuntos parcialmente ordenados.

Definición 3.1.1. (Orden Parcial) Un orden parcial en un conjunto no vaćıo P es una relación
binaria, denotada por ≤ y léıda “menor o igual que”, con las siguientes propiedades para todo
a, b, c ∈ P :

1) (reflexividad)
a ≤ a

2) (antisimetŕıa)

a ≤ b, b ≤ a ⇒ a = b

3) (transitividad)

a ≤ b, b ≤ c ⇒ a ≤ c

El par (P,≤) es llamado conjunto parcialmente ordenado o poset. Si a ≤ b, entonces se dice
que a es menor o igual que b o que y es mayor o igual que x. Si a ≤ b, pero a ̸= b escribimos a < b
o b > a. Si a ≤ b o b ≤ a, entonces se dice que x y y son comparables; de otra forma, a y b son
incomparables. Si a, b ∈ P , denotamos el hecho de que a no es menor que o igual a b por a ≰ b.
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Observación 3.1.1. Note que en un poset, es posible que no todos los elementos sean comparables.
Aśı, en general a ≰ b no es equivalente a b < a.

Definición 3.1.2. (Elementos Máximos y Mı́nimos.) Sea (P,≤) un conjunto parcialmente
ordenado..

1) Un elemento maximal es un elemento m ∈ P tal que,

p ∈ P , m ≤ p ⇒ m = p

Un elemento m en P se denomina máximo si

p ∈ P ⇒ p ≤ m

Al elemento máximo le denotamos por 1 y lo llamamos el elemento unidad.

2) Un elemento minimal es un elemento n ∈ P tal que,

p ∈ P , p ≤ n ⇒ p = n

Un elemento n ∈ P se dice denomina mı́nimo si

p ∈ P ⇒ n ≤ p

Al elemento mı́nimo le denotamos por 0 y lo llamamos el elemento cero.

Un conjunto parcialmente ordenado es acotado si posee 0 o 1.

Definición 3.1.3. (Cotas superiores e inferiores) Sea (P,≤) un conjunto parcialmente orde-
nado y S ⊆ P .

1) Un elemento u ∈ P es una cota superior para S si

s ≤ u para toda s ∈ S.

La mı́nima cota superior u para S, si existe, es llamada sumpremo de S.

2) Un elemento l ∈ P es una cota inferior para S si

l ≤ s para toda s ∈ S.

La máxima cota inferior l para S, si existe, es llamada ı́nfimo de S.

Definición 3.1.4. (Ret́ıcula) Una ret́ıcula es un poset L para el que cada par de elementos
s, t ∈ L tiene una mı́nima cota superior, denotada por s ∨ t ( la juntura des y t), y una máxima
cota inferior, denotada por s ∧ t (la concurrencia de s y t.

Definición 3.1.5. (Relación de cobertura) Dados a, b en un conjunto parcialmente ordenado
(P,≤), decimos que b cubre a si

a ≤ x ≤ b ⇒ x = a o x = b
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Definición 3.1.6. (Diagrama de Hasse) Sea (P,≤) un conjunto parcialmente ordenado finito.
El diagrama de Hasse de P es el conjunto de pares (a, b) tales que b cubre a. En este, los elementos
de P se representan mediante puntos en el plano dibujando una arista ascendente de a a b si b
cubre a.

Dado un grupo finito G, el ret́ıculo de subgrupos de G es el conjunto parcialmente ordenado
(sub(G),⊆), donde sub(G) representa la familia de todos los subgrupos de G. Cuando se considera
un grupo finito de orden “pequeño”podemos describir la estructura de su ret́ıculo de subgrupos
mediante un diagrama de Hasse.

Definición 3.1.7. (Orden Total) Un poset (P,≤) es totalmente ordenado si cualesquiera a, b ∈ P
son comparables, es decir,

a ≤ b o b ≤ a.

En este caso, se dice que el orden es total o lineal.

Definición 3.1.8. (Cadena) Sea (P,≤) un poset. Un subconjunto no vaćıo S de P es una cadena
en P si S está totalmente ordenado por ≤. Una cadena finita con n elementos puede ser escrita en
la forma

c0 < c1 < · · · < cn.

Se dice que tal cadena tiene longitud n. Si el conjunto de longitudes de todas las cadenas
contenidas en P es acotado, entonces P tiene longitud finita y la máxima longitud es llamada la
longitud de P .

Definición 3.1.9. Sea (P,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Para a, b ∈ P , el intervalo
cerrado de a a b es el conjunto

[a, b] = {x ∈ P | a ≤ x ≤ b}

Decimos que el conjunto parcialmente ordenado P es localmente finito si todo intervalo cerrado
es finito.

Definición 3.1.10. (Ideal de Orden principal) Para t ∈ P , el ideal de orden principal generado
por t es Λt := {s ∈ P : s ≤ t}, y el ideal de orden dual principal generado por t es Vt := {s ∈ P :
s ≥ t}.

Dado un campo K, recordemos que una K-álgebra A es un espacio vectorial sobre K equipado
con un producto bilineal.

Definición 3.1.11. El álgebra de incidencia de un poset localmente finito P sobre el campo
K es

I(P,K) := {f : P × P → K | f(x, y) = 0 si x ≰ y}.
con las operaciones dadas por

(f + g)(x, y) = f(x, y) + g(x, y),

(f ∗ g)(x, y) =
∑

x≤t≤y

f(x, t)g(t, y) y

(kf)(x, y) = kf(x, y),

para f, g ∈ I(P,K) con k ∈ K y x, y, t ∈ P .
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En efecto, I(P,K) es un álgebra. Sean f, g, h ∈ I(P,K). En primer lugar, si x ≰ y, entonces

(f ∗ g)(x, y) =
∑
t∈∅

f(x, t)g(t, y) = 0, por lo cual f ∗ g ∈ I(P,K). Ahora observe que para todo

x, y ∈ P se cumple

(f ∗ g) ∗ h(x, y) =
∑

x≤t≤y

(f ∗ g)(x, t)h(t, y)

=
∑

x≤t≤y

(∑
x≤z≤t

f(x, z)g(z, t)

)
h(t, y)

=
∑

x≤t≤y

f(x, t)

(∑
t≤z≤y

g(x, z)h(z, y)

)

=
∑

x≤t≤y

f(x, t)(g ∗ h)(t, y)

= f ∗ (g ∗ h)(x, y)

Con lo cual tenemos la asociatividad.

También observe que el mapeo caracteŕıstico de P definido como

δ(x, y) =

{
1, x = y

0, x ̸= y

para x, y ∈ P , es una función de incidencia. Justamente, este mapeo es la identidad del álgebra de
incidencia pues

(f ∗ δ)(x, y) =
∑

x≤t≤y

f(x, t)δ(t, y) = f(x, y) =
∑

x≤t≤y

δ(x, t)f(t, y) = (δ ∗ f)(x, y)

Sean f, g, h ∈ I(P,K) y a ∈ K, entonces las propiedades distributivas
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f ∗ (g + h)(x, y) =
∑

x≤t≤y

f(x, t)(g + h)(t, y)

=
∑

x≤t≤y

f(x, t) (g(t, y) + h(t, y))

=
∑

x≤t≤y

f(x, t)g(t, y) +
∑

x≤t≤y

f(x, t)h(t, y)

= f ∗ g(x, y) + f ∗ h(x, y)

y

[a(f ∗ g)](x, y) = a (f ∗ g(x, y))

= a
∑

x≤t≤y

f(x, t)g(t, y)

=
∑

x≤t≤y

(af(x, t))g(t, y)

= (af) ∗ g(x, y)

=
∑

x≤t≤y

f(x, t)(ag(t, y))

= f ∗ (ag)(x, y)

¿Cuándo un elemento del álgebra de incidencia es invertible?

Proposición 3.1.1. Una función de incidencia f ∈ I(P,K) posee un único inverso (a izquierda y
a derecha) si y sólo si f(x, x) ̸= 0 para todo x ∈ P .

Demostración. Sea g ∈ I(P,K) un inverso a derecha de f . Entonces se cumple la relación
f · g(x, y) = δ(x, y) para todo x, y ∈ P , lo cual es equivalente a

f(x, x)g(x, x) = 1 para todo x ∈ P,

y

f ∗ g(x, y) = 0, para todo x, y ∈ P con x ̸= y.
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Esta última relación la podemos escribir como

g(x, y) = −f(x, x)−1
∑

x<t≤y

f(x, t)g(t, y), para todo x < y en P,

lo cual se cumple si y sólo si f(x, x) ̸= 0 para todo x ∈ P . Análogamente se puede demostrar
que f posee inverso a izquierda, digamos h ∈ I(P,K) si y sólo si f(x, x) ̸= 0 para todo x ∈ P .
Además, se cumplen la relaciones

f ∗ g = δ

h ∗ f ∗ g = h ∗ δ
δ ∗ g = h

g = h,

y el resultado se sigue. ■

La función zeta ζ dada por

ζ(x, y) = 1, para todo x ≤ y en P.

Es claro que ζ ∈ I(P,K); además, por el resultado anterior ζ es elemento invertible del álgebra
de incidencia. Denotamos por µ al inverso de ζ, el cual es llamado la función de Möbius de
P . Podemos obtener una descripción recursiva para µ observando que la relación µ ∗ ζ = δ es
equivalente a

µ(x, x) = 1 para todo x ∈ P,

y

µ(x, y) = −
∑

x≤t<y

µ(x, t), para todo x < y en P.

Observación 3.1.2. Sea z1 < ... < zn una cadena del poset P , entonces por definición

µ(z1, z1) = 1,

µ(z1, z2) = −µ(z1, z1) = −1,

µ(z1, z3) = −(µ(z1, z1) + µ(z1, z2)) = −(1 + (−1)) = 0,

de donde se desprende que µ(z1, zk) = 0, para 3 ≤ k ≤ n.

Ahora consideremos el K-espacio vectorial KP de mapeos de P en K. Además, si el poset P es
tal que todo ideal de orden principal es finito, el conjunto I(P,K) equipado con la operación de
convolución constituye un monoide que actúa por la derecha en KP v́ıa

(f · ξ)(x) =
∑
t≤x

f(t)ξ(t, x), (3.1.1)

donde f ∈ KP y ξ ∈ I(P,K). En efecto, pues si ψ, ξ ∈ I(P,K) y f ∈ KP tenemos que:
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i) (f · ζ)(x) =
∑
t≤x

f(t)ζ(t, x) = f(x)ζ(x, x) = f(x),

ii)

((f · ψ) · ξ)(x) =
∑
t≤x

(f · ψ)(t)ξ(t, x)

=
∑
t≤x

(∑
s≤t

f(s)ψ(s, t)

)
ξ(t, x)

=
∑
t≤x

f(t)

(∑
s≤t≤x

ψ(t, s)ξ(s, x)

)

=
∑
t≤x

f(t) (ψ(t, s) ∗ ξ(t, x))

= f · (ψ ∗ ξ)(x).

Proposición 3.1.2 (Fórmula de inversión de Möbius). Sea P un poset para el cual todo ideal
de orden principal Λt es finito. Sean f, g : P → K, donde K es un campo. Entonces

g(x) =
∑
t≤x

f(t), para todo x ∈ P,

si y sólo si

f(x) =
∑
t≤x

g(t)µ(t, x), para todo x ∈ P.

Demostración. La acción derecha del monoide (I(P,K), ∗) en el espacio vectorial KP dada por
3.1.1 está bien definida pues la suma que lo define es siempre finita al ser cada ideal de orden
principal Λt finito. Además,

(f · ζ)(x) =
∑
t≤x

f(t)ζ(t, x) =
∑
t≤x

f(t),

y

(g · µ)(x) =
∑
t≤x

g(t)µ(t, x),

para todo x ∈ P . Por lo tanto, la proposición es equivalente a

g = f · ζ ⇔ f = g · µ,

la cual es verdadera en virtud de que µ y ζ son inversos en el álgebra de incidencia. ■

Para nuestros propósitos será conveniente considerar la siguiente versión dual del teorema de
inversión de Möbius, la cual se desprende del hecho de que podemos considerar una acción izquierda
(I(P,K), ∗) ↷ KP dada por

(ξ · f)(x) =
∑
t≥x

ξ(t, x)f(x). (3.1.2)
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Proposición 3.1.3 (Fórmula de inversión de Möbius, forma dual). Sea P un poset para
el cual todo ideal de orden dual principal Λt es finito. Sean f, g : P → K, donde K es un campo.
Entonces

g(x) =
∑
t≥x

f(t), para todo x ∈ P,

si y sólo si

f(x) =
∑
t≥x

µ(x, t)g(t), para todo x ∈ P.

Demostración. Considerando la acción (I(P,K), ∗) ↷ KP , dada por 3.1.2, la proposición es
equivalente a

g = ζ · f ⇔ f = µ · g,

y el resultado se sigue. ■

3.2. Configuraciones H-periódicas del Full Shift

Definición 3.2.1. Sea G un grupo y A un conjunto. Sea H un subgrupo de G. El conjunto de
configuraciones H-periódicas es:

Fix(H) := {x ∈ AG : h · x = x, para todo h ∈ H}.

Observación 3.2.1. La definición es equivalente a

Fix(H) := {x ∈ AG : H ⊆ Gx}.

También es habitual decir que Fix(H) es el conjunto de puntos que son fijados por H.

Proposición 3.2.1. Sea H un subgrupo de G. Entonces el conjunto Fix(H) es cerrado en AG para
la topoloǵıa prodiscreta.

Demostración. Recordemos que el conjunto de puntos fijos de un automapeo continuo de un
espacio de Hausdorff es un conjunto cerrado. Sabemos que el espacio de configuraciones AG es de
Hausdorff al ser producto de espacios de Hausdorff. Además sabemos que la acción shift G↷ AG

es continua, de manera que para cada h ∈ H el conjunto {x ∈ AG : h · x = x} es cerrado al ser el
conjunto de puntos fijos de la transición x 7→ h · x. Finalmente, observe que

Fix(H) =
⋂
h∈H

{x ∈ AG : h · x = x},

aśı que Fix(H) es cerrado al ser intersección de conjuntos cerrados. ■

Proposición 3.2.2. Sea H un subgrupo de G y sea ρ : G → H \ G la sobreyección canónica.
Entonces:

i) Las configuraciones en Fix(H) son constantes en cada cociente derecho de H en G.

ii) Para cada y ∈ AH\G la composición y ◦ ρ es un elemento de Fix(H).

iii) El mapeo ρ∗ : AH\G → Fix(H) dado por ρ∗(y) = y ◦ ρ para todo y ∈ AH\G es una biyección.
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iv) El mapeo ρ∗ : AH\G → Fix(H) dado por ρ∗(y) = y ◦ ρ para todo y ∈ AH\G es un homeomor-
fismo.

Demostración. Sea x ∈ Fix(H), entonces h · x(g) = x(h−1g) = x(g) para toda h ∈ H, g ∈ G,
luego x(Hg) = {x(g)} y se cumple i). Para ver que se cumple ii) consideremos y ∈ AH\G y
observemos que

[h(y ◦ ρ)](g) = (y ◦ ρ)(h−1g) = y(ρ(h−1g)) = y(Hg) = y(ρ(g)) = (y ◦ ρ)(g),

luego y ◦ ρ ∈ Fix(H).
Ahora, por el inciso ii) el mapeo ρ∗ está bien definido. Ahora, tomemos y1, y2 ∈ AH\G con y1 ◦
ρ = y2 ◦ ρ. Al ser ρ mapeo sobreyectivo, posee inverso derecho por lo cual y1 = y2, luego ρ

∗ es
inyectivo. Por otro lado, consideremos x ∈ Fix(H), entonces por el inciso i) x(Hg) = x(g) para
cada Hg ∈ H \G. Sea y ∈ AH\G tal que y(Hg) = x(g), entonces para cada g ∈ G tenemos que

ρ∗(y)(g) = (y ◦ ρ)(g) = y(ρ(g)) = y(Hg) = x(g),

es decir, ρ∗(y)(g) = x y ρ∗ es sobreyectivo.
Finalmente, para cada g ∈ G, sean πg : AG → A y π′

g : AH\G → A las proyecciones dadas por

x 7→ x(g) y y 7→ y(ρ(g)) respectivamente. Observe que para cada g y todo y ∈ AH\G se cumple
que

(πg ◦ ρ∗)(y) = πg ◦ (y ◦ ρ) = (y ◦ ρ)(g) = (y ◦ ρ)(g) = y(Hg) = π′
g(y),

por lo cual πg ◦ ρ∗ = π′
g para cada g ∈ G y ρ∗ es mapeo continuo.

Por otro lado, para todo g ∈ G y x ∈ Fix(H) se cumple(
πg ◦ (ρ∗)−1

)
(x) = π′

g(y) = y(Hg) = x(g) = πg(x),

donde y ∈ AH\G es tal que y ◦ ρ = x. Lo cual significa que πg ◦ (ρ∗)−1 = πg para todo g ∈ G, luego
(ρ∗)−1 es mapeo continuo. Por lo tanto, ρ∗ es un homeomorfismo y se cumple iv). ■

Corolario 3.2.1. Si A es un conjunto finito y H es un subgrupo de G de ı́ndice finito, entonces

|Fix(H)| = |A|[G:H].

Ahora nos concentraremos en el conjunto Fix(N) con N un subgrupo normal de G.

Proposición 3.2.3. Sea N un subgrupo normal de G. Entonces Fix(N) es un subconjunto G-
invariante de AG.

Demostración. Sea x ∈ Fix(N) y g ∈ G. Dado h ∈ N , al ser N subgrupo normal se cumple la
relación Hg = gH, en particular, existe h′ ∈ N tal que hg = gh′. Por lo tanto,

h · (g · x) = (hg) · x = (gh′) · x = g · (h′ · x) = g · x,

lo cual nos dice que g · x ∈ Fix(N). ■

La proposición anterior nos permite restringir la acción shift G ↷ AG a Fix(N) para obtener
una acción de G en Fix(N). Además, en vista de que cada elemento de Fix(N) es fijado por N
esta última acción a su vez induce una acción de G/N en Fix(N) dada por ρ(g) · x = g · x para
cada x ∈ Fix(N).
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Proposición 3.2.4. Sea N un subgrupo normal de G y sea ρ : G→ G/N el epimorfismo canónico.
Entonces el mapeo ρ∗ : AG/N → Fix(N) dado por ρ∗(y) = y◦ρ para todo y ∈ AG/N es una biyección
G/N-equivariante.

Demostración. De la proposición 3.2.2 sabemos que ρ∗ es un mapeo biyectivo. Ahora observe
que dados g ∈ G y y ∈ AG/N tenemos que las siguientes relaciones se cumplen para todo g′ ∈ G:

ρ(g) · ρ∗(y)(g′) = g · ρ∗(y)(g′)

= ρ∗(y)(g−1g′)

= y ◦ ρ(g−1g′)

= y(ρ(g−1g′))

= y(ρ(g)−1ρ(g′))

= (ρ(g) · y)(ρ(g′))

= [(ρ(g) · y) ◦ ρ](g′)

= ρ∗(ρ(g) · y)(g′),

lo cual nos dice que ρ(g) · ρ∗(y) = ρ∗(ρ(g) · y), es decir que ρ∗ es G/N -equivariante. ■

Observación 3.2.2. Sea x ∈ Fix(N). Observe que (ρ∗)−1(x)(hN) = x(g) para toda g ∈ hN .

Dado un autómata celular τ : AG → AG, por la Proposición 2.1.9 se cumple que τ(Fix(N)) ⊆
Fix(N). Con esto en mente podemos usar ρ∗ : AG/N → Fix(N) para definir el mapeo τ : AG/N →
AG/N mediante

τ = (ρ∗)−1 ◦ τ |Fix(H) ◦ ρ∗.
Por otro lado, si µ : AS → A es un el mapeo local para τ , entonces podemos considerar el

conjunto S := ρ(S) =⊂ G/N para construir el mapeo µ = µ◦π donde π : AS → AS mapea φ 7→ φ
de tal manera que φ(gN) = φ(s) para toda s ∈ gN .

Observación 3.2.3. Con respecto a la descripción anterior ya que S es finito, entonces S también

lo es, digamos S = {s1N,2N, ..., skN}. Entonces S ⊆
k⋃

i=1

siN . Además si Si := S ∩ siN , entonces

S =
k⊔

i=1

Si. Por otro lado, si p ∈ AS es un patrón tal que es constante en cada Si y p ∈ AS es tal

que π(p) = p, entonces por construcción

µ(p) = µ(p).

En particular, si x = y ◦ ρ ∈ Fix(N) para algún y ∈ AG/N , entonces tenemos

π(y|S) = x|S.

Finalmente, observemos que la Proposición 3.2.4 nos dice que dados g ∈ G y y ∈ AG/N se cumple
la realción

g · (y ◦ ρ) = gN · (y ◦ ρ) = ρ(g) · ρ∗(y) = ρ∗(ρ(g) · y) = ρ∗(gN · y) = (gN · y) ◦ ρ,
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luego
π ((gN · y)|S) = (g · (y ◦ ρ)) |S

y
µ ((gN · y)|S) = µ ((g · (y ◦ ρ))|S) .

Proposición 3.2.5. El mapeo τ : AG/N → AG/N es un autómata celular sobre G/N que admite a

S como conjunto memoria y tiene a µ : AS → A como mapeo local asociado.

Demostración. Sea y ∈ AG/N y gN ∈ G/N . Tenemos que

τ(gN) =
[
(ρ∗)−1 ◦ τ |Fix(H) ◦ ρ∗

]
(y)(gN)

=
[
(ρ∗)−1 ◦ τ |Fix(H)

]
(y ◦ ρ)(gN)

= (ρ∗)−1 (τ(y ◦ ρ)) (gN)

= τ(y ◦ ρ)(g) . . . . . . . por Obs. 3.2.2

= µ
(
(g−1 · (x ◦ ρ))|S

)
= µ

(
(g−1N · y)|S

)
. . . . . . . por Obs. 3.2.3 .

■

El siguiente diagrama conmutativo ilustra la filosof́ıa en la contrucción de autómatas celulares
sobre grupos cociente: cada autómata celular τ sobre AG induce un autómata celular τ sobre AG/N .

AG/N Fix(N)

AG/N Fix(N)

ρ∗

τ τ |Fix(N)

ρ∗

En realidad, la asignación τ 7→ τ determina un epimorfimos de monoides.

Proposición 3.2.6. El mapeo Φ : CA(AG) → CA(AG/N) dado por Φ(τ) = τ es un epimorfismo
de monoides.

Demostración. El mapeo Φ un homomorfismo pues para todo τ1, τ2 ∈ AG se cumplen las
relaciones:

Φ(τ1) ◦ Φ(τ2) = τ1 ◦ τ2

= (ρ∗)−1 ◦ τ1|Fix(H) ◦ ρ∗ ◦ (ρ∗)−1 ◦ τ2|Fix(H) ◦ ρ∗

= (ρ∗)−1 ◦ (τ1 ◦ τ2)|Fix(H) ◦ ρ∗

= τ1 ◦ τ2

= Φ(τ1 ◦ τ2).

Ahora para demostrar que Φ es sobreyectivo consideremos σ ∈ CA(AG/N) con conjunto memo-
ria T ⊆ G/N y mapeo local ν : AT → A. Vamos a construir un autómata celular τ ∈ CA(AG) tal
que Φ(τ) = τ = σ. Primeramente, de cada clase lateral en T tomamos un elemento para formar
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un conjunto finito S ⊆ G, de tal manera que ρ induce una biyección ϕ : S → T . Consideremos el
mapeo µ : AS → A dado por µ(y) = ν(y ◦ ϕ−1) para toda y ∈ AS. Sea z ∈ AS; observe que para
cada s ∈ S se cumple la relación

π(z)(s) = z(ϕ(s)) = (z ◦ ϕ)(s),

es decir, π(z) = z ◦ ϕ, de donde se desprende que

π(z) ◦ ϕ−1 = (z ◦ ϕ) ◦ ϕ−1 = z.

Sea τ : AG → AG un autómata celular con conjunto memoria S y mapeo local µ : AS → A. Si
z ∈ AS, entonces

µ(z) = (µ ◦ π)(z) = µ(π(z)) = ν
(
π(z) ◦ ϕ−1

)
= ν(z).

Se sigue que µ = ν y τ = τ . Por lo tanto, Φ es sobreyectivo. ■

Sabemos que dado un subgrupo normal N ⊴ G, podemos considerar dos G/N -sistemas. Por
un lado,

(
AG/N ,Σ

)
donde Σ es la acción de traslación y (Fix(N),Σ∗), con Σ∗ : G/N × Fix(N) →

Fix(N) dada por ρ(g) ·x = g ·x, donde ρ : G→ G/N es el homomorfismo canónico. Es interesante
observar que estos dos G/N -sistemas son conjugados.

Proposición 3.2.7. Sea G un grupo y A un conjunto. Para cada subgrupo normal N ⊴ G los
G/N-sistemas

(
AG/N ,Σ

)
y (Fix(N),Σ∗) son conjugados.

Demostración. El inciso iv) de la Proposición 3.2.2 y la Proposión 3.2.4 nos garantizan que
el mapeo ρ∗ : AG/N → Fix(N) dado por ρ∗(y) = y ◦ ρ para todo AG/N es un homeomorfismo
G/N -equivariante, es decir, una conjugación de los sistemas

(
AG/N ,Σ

)
y (Fix(N),Σ∗). ■

Proposición 3.2.8. Sea G un grupo, A un conjunto finito. Sea X ⊆ AG un subshift y f : X → AG

un mapeo G-equivariante continuo. Entonces existe un autómata celular τ : AG → AG tal que
f = τ |X .

Demostración. De la continuidad de f , se sigue que el mapeo πe ◦ f : X → A también es
continuo. Luego para cada x ∈ X existe un básico V (x, Sx) = {x ∈ X : x|Sx = y|Sx} (Sx ⊆ G
finito) tal que (πe ◦ f)(V (x, Sx)) ⊆ {(πe ◦ f)(x)} = {f(x)(e)}. Lo anterior equivale a decir que si
y, z ∈ V (x, Sx), entonces f(y)(e) = f(z)(e).
Por otro lado, la familia de abiertos K = {V (x, Sx) : x ∈ X} es una cubierta abierta de X. Pero X
es compacto al ser un subconjunto cerrado del compacto AG, aśı que la cubierta K puede reducirse
a una cubierta finita, es decir, existe F ⊆ X finito tal que KF = {V (x, Sx) : x ∈ F} es cubierta

abierta de X. Definamos S :=
⋃
x∈F

Sx. Sean y, z ∈ X tales que coinciden en S y sea x0 ∈ F tal

que y ∈ V (x0, Sx0). Entonces por un lado tenemos que y|Sx0
= x0|Sx0

, pero como Sx0 ⊆ S, en
particular, se cumple que y|Sx0

= z|Sx0
. Aśı tenemos que y|Sx0

= x0|Sx0
= z|Sx0

, de tal manera
que x, y ∈ V (x0, Sx0), lo cual implica que f(y)(e) = f(z)(e). Acabamos de demostrar que si dos
configuraciones y, z ∈ X coninciden en S, entonces f(y)(e) = f(z)(e).
Sea a0 ∈ A. Con lo anterior en mente podemos ver que el mapeo µ : AS → A dado por

µ(u) =

{
f(x)(e), si existe x ∈ X tal que x|S = u

a0, en otro caso,
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está bien definido. Ahora podemos considerar el autómata celular τ : AG → AG con conjunto
memoria S y mapeo local µ. Entonces si x ∈ X tenemos que

τ(x)(e) = µ (x|S) = f(x)(e),

luego por G-equivarianza de los mapeos τ y f se sigue que para cada g ∈ G se cumplen las
siguientes relaciones

τ(x)(g) = g−1 · τ(x)(e)

= τ(g−1 · x)(e)

= f(g−1 · x)(e)

= g−1 · f(x)(e)

= f(x)(g).

Por lo tanto, τ(x) = f(x) para toda x ∈ X, es decir, τ |X = f . ■

3.3. El número de configuraciones de periodo mı́nimo

Definición 3.3.1. Sea H un subgrupo de G. Decimos que x ∈ AG tiene periodo mı́nimo, o
periodo fundamental H si Gx = H. (c.f. [LM95, Definición 1.1.3.])

En este caṕıtulo nos interesa el número ψH(G;A) de configuraciones con periodo mı́nimo H:

ψH(G;A) := |{x ∈ AG : Gx = H}|.

En virtud del lemma 2.1.1 a veces es conveniente considerar el conjunto {x ∈ AG : [Gx] = [H]},
donde [H] := {gHg−1 : g ∈ G} es la clase de conjugación de H, y su cardinalidad

ψ[H](G;A) := |{x ∈ AG : [Gx] = [H]}|.

Para un subgrupo H ≤ G usaremos la notación ΨH := {x ∈ AG : Gx = H}.

Lema 3.3.1. Si H ≤ G, entonces ψH(G;A) = ψgHg−1(G;A) para todo g ∈ G.

Demostración. Dado g ∈ G, el mapeo φ : ΨH → ΨgHg−1 dado por x 7→ g · x está bien definido
pues si x ∈ ΨH , el Lema 2.1.1 garantiza que g · x ∈ ΨgHg−1 . Si x1, x2 ∈ ΨH , entonces se cumplen
las relaciones

φ(x1) = φ(x2) ⇔ g · x1 = g · x2 ⇔ g−1 · (g · x1) = g−1 · (g · x2) ⇔ x1 = x2,

lo cual significa que φ es inyectiva. Además, si x ∈ ΨgHg−1 , entonces nuevamente por el Lema 2.1.1
Gg−1·x = g−1(gHg−1)g = H, es decir, g−1 · x ∈ ΨH . Aśı, g

−1 · x es tal que φ(g−1 · x) = x y φ es
sobreyectivo. ■

El número de G-órbitas cuyo estabilizador es conjugado a H:

α[H](G;A) := |{Gx : [Gx] = [H]}|,
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tiene interesantes conexiones con el grupo Aut(AG) de automorfismos de AG. Por ejemplo, para
cada τ ∈ Aut(AG), x ∈ AG, tenemos

g · x = x⇔ τ(g · x) = τ(x) ⇔ g · τ(x) = τ(x),

es decir, Gx = Gτ(x). Aśı, Aut(A
G)x ⊆ {y ∈ AG : Gy = Gx} y ψGx(G;A) es una cota superior

para la cardinalidad de la Aut(AG)-órbita de x.
Por otro lado, si el grupo G es finito, la estructura de Aut(AG) fue descrita en [CG19, Teorema

3] como

Aut(AG) ∼=
r∏

i=1

((NG(Hi)/Hi) ≀ Symαi
), (3.3.1)

donde [H1], . . . , [Hr] es la lista de todas las diferentes clases de conjugación de subgrupos de G,
y αi = α[Hi](G;A), como se definió anteriormente. Por tanto, la estructura de Aut(AG) depende
completamente de los grupos cociente NG(Hi)/Hi, que pueden calcularse fácilmente conociendo el
grupo G, y de los enteros α[Hi](G;A), que dependen de ψH(G;A). Finalmente, en [BK87; BLR88],
los conjuntos de puntos de un peŕıodo mı́nimo dado fueron una herramienta fundamental en el
estudio de los grupos de automorfismo de los shifts de tipo finito, entre los que se encuentra el
grupo Aut(AZ).

Proposición 3.3.1. Sea G un grupo y A un conjunto. Se cumplen las siguientes relaciones:

i) ψ[H](G;A) = |[H]| ψH(G;A),

ii) α[H](G;A) [G : H] = ψ[H](G;A).

Demostración. Por el Lema 3.3.1 para cada J ∈ [H] tenemos que ψJ(G;A) = ψH(G;A), luego

ψ[H](G;A) =

∣∣∣∣∣∣
⊔

J∈[H]

ΨJ

∣∣∣∣∣∣ =
∑
J∈[H]

|ΨJ | =
∑
J∈[H]

ψJ(G;A) =
∑
J∈[H]

ψH(G;A) = |[H]|ψH(G;A).

Por otro lado, sabido que dos subgrupos conjugados son isomorfos, aśı todos los subgrupos en
[H] tienen la misma cardinalidad y por el Teorema Órbita-Estabilizador si x ∈ ΨH

|Gx| = |G|
|Gx|

=
|G|
|H|

= [G : H],

es decir, todas las G-órbitas dentro de {x ∈ AG : [Gx] = [H]} tienen tamaño [G : H]; por tanto,
tenemos α[H](G;A) [G : H] = ψ[H](G;A). ■

3.3.1. Configuraciones periódicas cuando G es finitamente generado

Para el resto del trabajo, A denotará un conjunto finito con al menos dos elementos y supon-
dremos que {0, 1} ⊆ A. El conteo de configuraciones de periodo fundamental H tiene sentido si y
sólo si [G : H] <∞ tal como lo muestra el siguinte lema.

Lema 3.3.2. Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. Entonces ψH(G;A) es finito si y sólo si
[G : H] es finito.
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Demostración. Si [G : H] es finito, entonces ψH(G;A) es claramente finito, ya que toda confi-
guración con periodo mı́nimo H está contenida en Fix(H) y |Fix(H)| = |A|[G:H] <∞.

Rećıprocamente, supongamos que [G : H] es infinito. Sea T ⊆ G una transversal para el
conjunto de cocientes derechos de H en G, es decir, T contiene exactamente un elemento de cada
cociente derecho de H en G. Es evidente que |T | = [G : H]. Para cada s ∈ T , consideremos la
configuración xs ∈ AG definida por

xs(g) =

{
1 si g ∈ Hs

0 en otro caso
,

para cualquier g ∈ G. Dada h ∈ H, entonces h · xs(g) = xs(h
−1g) = xs(g), ya que h−1g ∈ Hs

si y sólo si g ∈ Hs. Por tanto, H ≤ Gxs . Por otra parte, si k ∈ Gxs , entonces k · xs = xs; en
particular tenemos (k · xs)(s) = xs(k

−1s) = xs(s) = 1, lo que implica que k−1s ∈ Hs. Por tanto,
k ∈ H, lo que demuestra que Gxs = H. Como |T | = [G : H] es infinito, hemos construido infinitas
configuraciones diferentes con peŕıodo fundamental H, lo que establece que ψH(G;A) es infinito.
■

Para cualquier grupo G, es habitual considerar el conjunto de todos los subgrupos de G orde-
nados por inclusión. Aqúı, vamos a considerar el poset L(G) de todos los subgrupos de G de ı́ndice
finito ordenados por inclusión. La siguiente es una observación clave para esta sección.

Lema 3.3.3. El poset L(G) es una ret́ıcula. Además, si G es finitamente generado, entonces para
todo H ∈ L(G), el ideal de orden dual principal VH = {K ≤ G : H ≤ K} es finito, luego L(G) es
una ret́ıcula localmente finita.

Demostración. Mostraremos que L(G) es una subret́ıcula de la ret́ıcula de sugrupos de G
mostrando que es cerrado bajo el supremo, dado por H ∨ J = ⟨H ∪ J⟩, y el ı́nfimo, dado por
H ∧ J = H ∩ J .

Sean H y K subgrupos de G tales que H ≤ K. Es bien conocido (ver, por ejemplo [Rom11,
Teorema 3.1.3]) que los ı́ndices de H y K en G satisfacen, como números cardinales, la relación

[G : H] = [G : K][K : H].

Por lo tanto, si [G : H] es finito, entonces [G : K] debe ser finito. Esto implica que para cualesquiera
H, J ∈ L(G), se cumple ⟨H∪J⟩ ∈ L(G). Por otro lado, es también bien conocido (ver, por ejemplo
[Rom11, Teorema 3.1.6]) que la intersección de subgrupos de indice finito es un subgrupo de ı́ndice
finito, aśı que H ∩ J ∈ L(G), y la primera parte del lema se sigue.

Para la segunda parte, dados H ∈ L(G) y K ∈ VH , el ı́ndice de K en G debe ser un divisor de
[G : H]. El resultado se sigue ya que en un grupo finitamente generado hay solo un número finito
de subgrupos de un ı́ndice finito dado (este es un teorema bien conocido de M. Hall [Hal50]; ver
también [Rom11, Teorema 4.20]). ■

El lema anteior nos permite usar la fórmula de inversión de Möbius para el poset L(G) cuando
G es finitamente generado. Sea µ la función de Möbius de L(G).

Lema 3.3.4. Sea H un subgrupo de G. Entonces
⋃

H≤K≤G

ΨK = Fix(H).

Demostración. Si x ∈
⋃

H≤K≤G

ΨK , entonces x ∈ ΨJ para algún J ≥ H, en particular, x ∈

Fix(J) ⊆ Fix(H). Por otro lado, si x ∈ Fix(J), entonces x ∈ ΨGx con Gx ≥ H, y por lo tanto,

x ∈
⋃

H≤K≤G

ΨJ . ■
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Teorema 3.3.1. Sea G un grupo finitamente generado, sea H un subgrupo de G de ı́ndice finito,
y sea A un conjunto finito. Entonces,

ψH(G;A) =
∑

H≤K≤G

µ(H,K)|A|[G:K].

Demostración. Del hecho de que la familia {ΨK}K≤G constituye una partición del espacio AG

y en virtud del Lema 3.3.4 se sigue

|Fix(H)| =
∑
K≥H

ψK(G;A).

Por el Lema 3.3.3 esta suma es finita y podemos aplicar el Teorema 3.1.3, con g(H) = |Fix(H)| y
f(K) = ψK(G;A), de donde se desprende que

ψH(G;A) =
∑
K≥H

µ(H,K)|Fix(K)|.

El resultuado se sigue ya que |Fix(K)| = |A|[G:K] by [Cec+10, Proposición 1.3.3]. ■

Observación 3.3.1. Note que , para cualesquiera H, J ∈ L(G), el valor de µ(H, J) solo depende
del intervalo [H, J ]. Por lo tanto, para calcular ψH(G;A) bastará con conocer el subposet [H,G].

Corolario 3.3.2. Con la notación del Teorema 3.3.1, supongamos que el intervalo de H a G
consiste en una cadena H = H0 < H1 < · · · < Hk = G. Entonces,

ψH(G;A) = |A|[G:H] − |A|[G:H1].

En particular, si H es un subgrupo maximal de G, entonces

ψH(G;A) = |A|[G:H] − |A|.

Demostración. Por el teorema 3.3.1,

ψH(G;A) =
k∑

i=0

µ(H,Hi)|A|[G:Hi].

Ahora, por la observación 3.1.2:

µ(H,H0) = 1,

µ(H,H1) = −1,

µ(H,Hi) = 0, ∀i = 2, 3, . . . , k.

El resultado se sigue. ■
Al sustituir la caracterización de los ψH(G;A) del Teorema 3.3.1 en las relaciones de la propo-

sición 3.3.1 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3.3. Con la notación del Teorema 3.3.1,

ψ[H](G;A) = |[H]|
∑

H≤K≤G

µ(H,K)|A|[G:K],

α[H](G;A) =
|[H]|

[G : H]

∑
H≤K≤G

µ(H,K)|A|[G:K].
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3.3.2. Configuraciones con periodo normal

En esta sección vamos a centrar nuestra atención en el caso en que H es un subgrupo normal
de G de ı́ndice finito. En este caso, la clase de conjugación de H tiene como único elemento a H
mismo, de tal manera que

ψH(G;A) = ψ[H](G;A).

Denotemos por 1 el subgrupo trivial. El siguiente resultado puede encontrarse en [CG19, Lemma
6].

Lema 3.3.5. Sea G un grupo y sea H un subgrupo normal de G de ı́ndice finito. Entonces,

ψH(G;A) = ψ1(G/H;A) and α[H](G;A) = α[1](G/H;A).

Demostración. Por [Cec+10, Proposition 1.3.7.], existe una biyección G/H-equivariante entre
AG/H y Fix(H). Por lo tanto, por iii) de la proposición 2.1.2 las configuraciones en AG/H con
estabilizador trivial están en biyección con las configuraciones en Fix(H) con estabilizador trivial,
es decir, con las configuraciones en AG con periodo fundamental H. ■

El lema anterior nos permite aplicar la maquinaria de funciones de Möbius de las ret́ıculas de
subgrupos que han sido desarrolladas para una variedad de grupos finitos (ver p. ej. [DZ21; DL23;
Pah93]).

Recordemos que la función de Möbius clásica µ̃ del poset de números naturales N ordenados
por divisibilidad está dada por

µ̃(d) =


0, si d tiene un factor primo al cuadrado,

1, si d = 1,

(−1)k, si d es producto de k primos distintos.

Usando el Lema 3.3.5, el siguiente resultado da los valores de ψH(G;A) en algunos casos particulares
cuando H es un subgrupo normal de G.

Lema 3.3.6. Sea G un grupo finitamente generado, sea H un subgrupo normal de G de ı́ndice
finito, y sea A un conjunto finito. Sea n ∈ N, y sea p y p′ dos primos distintos.

1. Si G/H ∼= Zn, entonces ψH(G;A) =
∑

d|n µ̃(d)|A|n/d.

2. Si G/H ∼= Zpk , entonces ψH(G;A) = |A|pk − |A|pk−1
.

3. Si G/H ∼= Zpp′, entonces ψH(G;A) = |A|pp′ − |A|p − |A|p′ + |A|.

4. Si G/H ∼= Zp ⊕ Zp, entonces ψH(G;A) = |A|p2 − (p+ 1)|A|p + p|A|.

Demostración. Las partes (1), (2) y (3) a partir del hecho bien conocido µ(1,Zn) = µ̃(n) (ya
que la ret́ıcula de subgrupos de Zn es isomorfa a la ret́ıcula de divisibilidad de n). Para la parte

(4), basta con observar que el grupo Zp ⊕ Zp tiene p2−1
p−1

= p+ 1 subgrupos isomorfos a Zp (ya que

cada uno de los p2 − 1 elementos no triviales de Zp ⊕Zp generan un subgrupo con p− 1 elementos
no triviales), lo cual completa la cuenta de todos los subgrupos propios no triviales. ■

En el resto de la sección, nos vamos a enfocar en la determinación exacta de pequeños valores
de α[H](G;A). La inspiración de esta cuestión es el Lema 5 en [CG19], el cual establece, sin el
uso de la función de Möbius, que α[H](G;A) = 1 si y solo si [G : H] = 2 y |A| = 2. En general,
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la clasificación de pequeños valores de α[H](G;A) es relevante ya que clasifica las configuraciones
con Aut(AG)-órbitas pequeñas, y, cuando G es finito, estos clasifican los órdenes pequeños de los
grupos simétricos que aparecen en la descomposición de (3.3.1) of Aut(AG).

Para x ∈ AG, tenemos Gx = G si y sólo si x es una configuración constante. Ya que tenemos
exactamente |A| configuraciones constantes en AG, se sigue que α[G](G;A) = |A|. En consecuencia,
vamos a excluir el caso H = G en el siguiente Teorema. Además, excluimos el caso degenerado
|A| = 1.

PPPPPPPPPG/H
|A|

2 3 4 5

Z2 1 3 6 10

Z3 2 8 20 40

Z2
2 2 15 54 140

Z4 3 18 60 150

Z5 6 48 204 624

S3 7 108 650 2540

Z6 9 116 670 2580

Z7 18 312 2340 11160

Cuadro 3.1: Valores pequeños para α[H](G;A) con H normal en G.

Teorema 3.3.4. Sea G un grupo finitamente generado, sea H un subgrupo normal propio de G
de ı́ndice finito, y sea A un conjunto finito con al menos dos elementos.

1. α[H](G;A) = 1 si y sólo si |A| = 2 y [G : H] = 2.

2. α[H](G;A) = 2 si y sólo si |A| = 2 y [G : H] = 3, o |A| = 2 y G/H ∼= Z2 ⊕ Z2.

3. α[H](G;A) = 3 si y sólo si |A| = 3 y [G : H] = 2, o |A| = 2 y G/H ∼= Z4.

4. α[H](G;A) = 6 si y sólo si |A| = 2 y [G : H] = 5, o |A| = 4 y [G : H] = 2.

5. α[H](G;A) = 7 si y sólo si |A| = 2 y G/H ∼= S3.

6. α[H](G;A) = 8 si y sólo si |A| = 3 y [G : H] = 3.

7. α[H](G;A) = 9 si y sólo si |A| = 2 y G/H ∼= Z6.

8. α[H](G;A) = 10 si y sólo si |A| = 5 y [G : H] = 2.

9. α[H](G;A) ̸= 4 y α[H](G;A) ̸= 5.
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S3

⟨(1, 2)⟩ ⟨(2, 3)⟩ ⟨(1, 3)⟩ ⟨(1, 2, 3)⟩

⟨e⟩

Figura 3.1: Ret́ıcula de subgrupos de S3.

Demostración. Por el corolario 1.7.2 in [GJS16],

|A|[G:H] − |A|[G:H]−1 ≤ α[1](G/H,A) = α[H](G;A).

(Esta cota inferior ha sido mejorada en el Teorema 5 en [CG19], pero la de arriba es suficiente para
esta demostración). Por lo tanto, vemos que α[1](G/H,A) es una función estrictamente creciente
tanto en [G : H] como en |A|. La tabla 3.1 muestra todos los valores de α[1](G/H,A) con [G : H] ≤ 7
y |A| ≤ 5. La mayoŕıa de esos valores pueden ser calculados usando las fórmulas del Lema 3.3.6; la
única excepción es el caso G/H ∼= S3, el cual puede ser calculado directamente usando la función
de Möbius de la ret́ıcula de subgrupos de S3 (ver la Figura 3.1). El resultao se sigue por inspección
de la tabla 3.1. ■



56



Caṕıtulo 4

Una nota sobre el grupo de
automorfismos de ICA(AG).

4.1. Autómatas celulares generalizados

En [Cas+23] se introduce una noción de autómata celular generalizado. Dados dos grupos G y
H denotamos por Hom(H,G) el conjunto de homomorfismos de H en G. Sea A un conjunto finito
con almenos dos elementos. Para cualquier ϕ ∈ Hom(H,G), un ϕ-autómata celular de AG a AH

es un mapeo τ : AG → AH tal que existe un subconjunto finito S ⊆ G, el cual diremos que es un
conjunto memoria de τ , y un mapeo local µ : AS → A que satisface la relación

τ(x)(h) = µ
(
(ϕ(h−1) · x)|S

)
, ∀x ∈ AG, h ∈ H.

Este concepto generaliza a los autómatas celulares “clásicos” pues cada autómata celular sobre
AG es un idG-autómata celular. Sin embargo, también podemos definir un ϕ-autómata celular de
AG en AG tomando a ϕ como un automorfismo no trivial de G.

Observación 4.1.1. El homomorfismo que define un ϕ-autómata celular puede no ser único. Por
ejemplo, para cualquier S ⊆ G, si µ : AS → A es constante, entonces todo ϕ ∈ Hom(H,G) define
el mismo ϕ-autómata celular.

Si bien los autómatas celulares clásicos tienen la importante propiedad de ser mapeos G-
equivariantes, los ϕ-autómatas satisfacen una propiedad más general. Siguiendo a [Cas+23], con-
sideramos la siguiente definición. Sean (X,S) un G-sistema, (Y, T ) un H-sistema y ϕ : H → G un
homomorfismo de grupos. Un mapeo τ : (X,S) → (Y, T ) es ϕ-equivariante si

τ(ϕ(h) · x) = h · τ(x) ∀h ∈ H, x ∈ X.

Los autores de [Cas+23] demuestran que estos autómatas generalizados satisfacen tres resul-
tados que son análogos a tres teoremas clave en la teoŕıa de los autómatas celulares clásicos: el
Teorema de composición de autómatas, el Teorema de Curtis-Hedlund y el teorema de invertibili-
dad, los cuales enunciamos a continuación.

Teorema 4.1.1. Sean G y H grupos y A un conjunto finito. Sean ϕ, ψ ∈ Hom(H,G).

i) La composición σ◦τ de un ψ-autómata celular σ con conjunto memoria S con un ϕ-autómata
celular τ con conjunto memoria T es un (ϕ ◦ ψ)-automata celular con conjunto memoria
ϕ(S)T .

57
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ii) El mapeo τ : AG → AH es un ϕ-autómata celular si y sólo si este es ϕ- equivariante y
continuo.

iii) Si A es finito, entonces un ϕ-autómata celular τ : AG → AH es invertible (en el sentido de
que existe un homomorfismo χ : G → H y un χ-autómata celular σ : AH → AG tal que
τ ◦ σ = idAH y σ ◦ τ = idAG) si y sólo si τ es biyectivo.

4.2. Automorfismos de ICA(AG)

Una clase importante de autómatas celulares generalizados entre espacios AG y AH es la induci-
da por homemorfismos entre los grupos G yH. Para cada ϕ ∈ Hom(H,G), definimos ϕ⋆ : AG → AH

mediante
ϕ⋆(x) = x ◦ ϕ, ∀x ∈ AG.

Entonces para cada h ∈ H se cumple que

ϕ⋆(x)(h) = x ◦ ϕ(h) =
(
ϕ(h−1) · x

)
(eG) =

(
ϕ(h−1) · x

)
|{eG},

donde eG es la identidad de G. Lo cual siginifica que ϕ⋆ es un ϕ-autómata celular con conjunto
memoria {eG} y mapeo local idA : A{e} → A definido mediante idA(x) := x(e), para todo x ∈ A{e}.

En particular, podemos considerar los elementos de Aut(AG) inducidos por automorfismos del
grupo G. La filosof́ıa en esta sección es precisamente que todo automorfismo ϕ de G induce un
automorfismo de CA(AG) v́ıa conjugación por el mapeo ϕ⋆ : AG → AG. Expĺıcitamente, para cada
ϕ ∈ Aut(G), definimos un mapeo ϕCA : CA(AG) → CA(AG) mediante

ϕCA(τ) := (ϕ−1)⋆ ◦ τ ◦ ϕ⋆, ∀τ ∈ CA(AG).

A pesar de que el Teorema 4.1.1 nos garantiza varias propiedades que cumple ϕ⋆ nos gustaŕıa
revisar aquellas que nos serán de utilidad.

Lema 4.2.1. Sean ϕ : G→ G y ψ : G→ G mapeos.

1. El mapeo ϕ⋆ : AG → AG es continuo.

2. (ϕ ◦ ψ)⋆ = ψ⋆ ◦ ϕ⋆.

3. Si ϕ es un homomorfismo, entonces ϕ⋆ es ϕ-equivariante.

Demostración. 1. Observe que para cada h ∈ G y x ∈ AG, tenemos que

πh ◦ ϕ⋆(x) = πh(x ◦ ϕ) = (x ◦ ϕ)(h) = x(ϕ(h)) = πϕ(h)(x).

Por lo tanto, el mapeo πh ◦ϕ⋆ = πϕ(h) es continuo para cada h ∈ G al ser un mapeo de proyección,
lo cual demuestra que ϕ⋆ es continuo.
2. La segunda parte se sigue en virtud de que para cada x ∈ AG se cumplen las relaciones

(ϕ ◦ ψ)⋆(x) = x ◦ (ϕ ◦ ψ) = (x ◦ ϕ) ◦ ψ = ϕ⋆(x) ◦ ψ = ψ⋆(ϕ⋆(x)).

3. Finalmente, para la tercera parte note que, si x ∈ AG, entonces para cualesquiera h, g ∈ G se
cumplen las relaciones

ϕ⋆(ϕ(h) · x)(g) = (ϕ(h) · x) ◦ ϕ(g) = ϕ(h) · x(ϕ(g)) = x(ϕ(h−1g)) = ϕ⋆(x)(h−1g) = h · ϕ⋆(x)(g),

aśı, ϕ⋆(ϕ(h) · x) = h · ϕ⋆(x) y ϕ⋆ es ϕ-equivariante. ■
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Proposición 4.2.1. Sean ϕ, ψ ∈ Aut(G).

1. Para cada τ ∈ CA(AG), tenemos ϕCA(τ) ∈ CA(AG).

2. (ϕ ◦ ψ)CA = ϕCA ◦ ψCA.

3. ϕCA ∈ Aut(CA(AG)).

Demostración. Por el Lema 4.2.1, ϕCA(τ) es continuo al ser la composición de mapeos continuos.
Ahora observe que para cada x ∈ AG y h ∈ G, el punto 3 del Lema 4.2.1 implica que

ϕCA(τ)(h · x) = (ϕ−1)⋆ ◦ τ ◦ ϕ⋆(h · x)
= (ϕ−1)⋆ ◦ τ(ϕ−1(h) · ϕ⋆(x))

= (ϕ−1)⋆(ϕ−1(h) · τ(ϕ⋆(x)))

= ϕϕ−1(h) · ((ϕ−1)⋆ ◦ τ ◦ ϕ⋆)(x)

= h · ϕCA(τ)(x).

Esto muestra que ϕCA(τ) es G-equivariante. Por lo tanto, por el Teorema de Curtis-Hedlund
[Cec+10, Theorem 1.8.1], ϕCA(τ) ∈ CA(AG).

Para la segunda parte, el Lema 4.2.1 implica que para todo τ ∈ CA(AG),

(ϕ ◦ ψ)CA(τ) = ((ϕ ◦ ψ)−1)⋆ ◦ τ ◦ (ϕ ◦ ψ)⋆

= (ψ−1 ◦ ϕ−1)⋆ ◦ τ ◦ (ϕ ◦ ψ)⋆

= (ϕ−1)⋆ ◦ (ψ−1)⋆ ◦ τ ◦ ψ⋆ ◦ ϕ⋆

= ϕCA ◦ ψCA(τ).

Para la tercera parte, es sencillo verificar que ϕCA es un homomorfismo de CA(AG) ya que es
inducido mediante conjugación por ϕ⋆:

ϕCA(τ1 ◦ τ2) = (ϕ−1)⋆ ◦ (τ1 ◦ τ2) ◦ ϕ⋆ = [(ϕ−1)⋆ ◦ τ1 ◦ ϕ⋆] ◦ [(ϕ−1)⋆ ◦ τ2 ◦ ϕ⋆] = ϕCA(τ1) ◦ ϕCA(τ2).

Además, es un automorfismo, pues por la parte 2, el inverso de ϕCA es (ϕ−1)CA. ■

Corolario 4.2.1. El mapeo Φ : Aut(G) → Aut(CA(AG)), definido mediante Φ(ϕ) = ϕCA para
todo ϕ ∈ Aut(G), es un homomorfismo de grupos.

Recordemos que un automorfismo α de un monoideM es interno si existe un elemento invertible
a ∈ M tal que α(x) = a−1xa, para todo x ∈ M . En otras palabras, los automorfismos internos
de M son aquellos que son inducidos mediante conjugación por elementos del grupo de unidades
U(M). Sea Inn(M) el conjunto de automorfismos internos de M . Es bien sabido que Inn(M) es
un subgrupo normal de U(M) y que Inn(M) ∼= U(M)/Z(U(M)), donde Z(U(M)) es el centro del
grupo U(M).

Teorema 4.2.2. Sea ϕ ∈ Aut(G). Si ϕCA es un automorfismo interno de CA(AG), entonces
ϕ(z) = z, para todo z ∈ Z(G) := {z ∈ G : zg = gz, ∀g ∈ G}.

Demostración. Supongamos que ϕCA es un automorfismo interno. Entonces existe σ ∈ ICA(AG)
tal que ϕCA(τ) = σ−1τσ para todo τ ∈ CA(AG). Para cada z ∈ Z(G), definimos τz : AG → AG
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mediante τz(x) := z ·x, para todo x ∈ AG. Para cada h ∈ G tenemos que πh ◦ τz = πg−1h por lo que
τz es mapeo continuo. Además para cada x ∈ AG y h ∈ G tenemos que se cumplen las relaciones

g · τz(x)(h) = (z · x)(g−1h) = (g · x)(z−1h) = z · (g · x)(h) = τz(g · x)(h),

lo cual significa que τz es idG-equivariante. Luego τz ∈ CA(AG). Además, para cada τ ∈ CA(AG)
y x ∈ AG tenemos que

(τz ◦ τ)(x) = z · τ(x) = τ(z · x) = τ ◦ τz(x),

y se verifica que τz conmuta con todo elemento de CA(G;A). Por lo tanto,

(ϕ−1)⋆ ◦ τz ◦ ϕ⋆ = ϕCA(τz) = σ−1τzσ = σ−1στz = τz.

Entonces, para cada x ∈ AG,

τz ◦ ϕ⋆(x) = ϕ⋆ ◦ τz(x) ⇒ z · ϕ⋆(x) = ϕ⋆(z · x).

Por el Lema 4.2.1,
ϕ⋆(ϕ(z) · x) = z · ϕ⋆(x) = ϕ⋆(z · x).

Ya que ϕ ∈ Aut(AG), entonces ϕ⋆ es biyectivo, aśı que ϕ(z) · x = z · x para todo x ∈ AG. Ya que
|A| ≥ 2, la acción de G sobre AG es fiel, aśı que ϕ(z) = z para todo z ∈ Z(G). ■

Cuando G = Z, y ϕ ∈ Aut(AZ) es el único automorfismo no trivial de Z, i.e. ϕ(k) = −k para
todo k ∈ Z, entonces ϕCA es la aśı llamada regla espejo o reflexión, la cual es ampliamente utilizada
en el estudio de los autómatas celulares elementales.

Corolario 4.2.3. La regla espejo no es un automorfismo interno de CA(AZ).

Definimos el grupo de automorfismos externos de un monoideM como Out(M) := Aut(M)/Inn(M).

Corolario 4.2.4. Supongamos que G es un grupo abeliano. Entonces, el homomorfismo Ψ :
Aut(G) → Out(CA(AG)) dado por Ψ(ϕ) = ϕCAInn(CA(A

G)) es inyectivo.

Demostración. Supongamos que ϕCAInn(CA(A
G)) = ψCAInn(CA(A

G)) para algún ψ, ϕ ∈
Aut(G). Entonces ψ−1

CA ◦ ϕCA es un automorfismo interno de CA(AG). Por el Teorema 4.2.2,
ψ−1 ◦ ϕ(z) = z para toda z ∈ Z(G) = G, lo cual muestra que ψ = ϕ. ■



Caṕıtulo 5

El grupo Aut(AG) no es finitamente
generado.

Sea G un grupo y S ⊆ G. Para n ∈ N definamos (S ∪ S−1)n := {s1s2 · · · sn : si ∈ S ∪ S−1},
donde S−1 = {s−1 : s ∈ S}. Decimos que G es finitamente generado si S es finito y

G =
⋃
n∈N

(S ∪ S−1)n ∪ {e}.

En este caṕıtulo vamos a compartir algunas observaciones respecto al problema siguiente:

Problema 4. Sea G un grupo infinito y A un conjunto; determinar si el grupo Aut(AG) de
autómatas celulares invertibles sobre AG es finitamente generado.

5.1. Antecedentes

El antecedente más representativo del Problema 4 se encuentra en el trabajo de Boyle, Lind y
Rudolph [BLR88] donde demuestran que el grupo de automorfismos de un Z-shift de tipo finito no
es finitamente generado. Sin embargo, una variante de este problema consiste en preguntarnos si
el monoide de endomorfimos del full G-shift es finitamente generado (G inifito). Dado un alfabeto
finito A, en [Cas22] se considera el problema de determinar si el monoide Aut(AG) es finitamente
generado y se demuestra que en efecto Aut(AG) no es finitamente generado para varias familias
de grupos, utilizando el concepto de rank. El rank de un monoide M es la cardinalidad mı́nima de
un conjunto generador,

Rank(M) := mı́n{|T | :M = ⟨T ⟩}.

Por otro lado, dado un subconjunto U de un monoide M , el rank relativo de U en M es

Rank(M : U) = mı́n{|W | M = ⟨U ∪W ⟩}.

A continuación discutimos brevemente la técnica que utilizó el Dr. Alonso Castillo Ramı́rez.
En primer lugar consederamos el siguiente resultado básico de teoŕıa de monoides finitos.

Lema 5.1.1. Sea M un monoide finito y U el grupo de unidades de M .

1. Si Γ ⊆M es tal que ⟨Γ⟩ =M , entonces ⟨Γ∩U⟩ = U ; en particular, todo conjunto generador
para M contiene un conjunto generador para U .

61



62

2. Rank(M) = Rank(M : U) + Rank(U).

Demostración. 1. Es claro que ⟨Γ∩U⟩ ⊆ U . Ahora si u ∈ U , entonces existen γ1, ..., γr ∈ Γ tales
que u = γ1 · · · γr. Ya que u es invertible se tiene que cada γi es invertible, es decir, γ1, ..., γr ∈ Γ ∈ U .
Luego u ∈ ⟨Γ ∩ U⟩.

2. Supongamos que Γ es un conjunto generador minimal para M , entonces por el inciso 1. Γ
contiene un conjunto generador S para el grupo de unidades U . Sin embargo, un productom1 · · ·mk

de elementos en M está en U si y sólo si cada mi está en U , lo cual implica que S es conjunto
generador minimal, pues en caso contrario Γ no lo seŕıa. ■

Si aplicamos el Lema 5.1.1 al monoide CA(AG) con G un grupo finito y A un conjunto finito,
se tiene la siguiente relación

Rank(Aut(AG)) ≤ Rank(CA(AG)). (5.1.1)

En [Cas22] se demuestra además la siguiente proposición, donde la expresión r2(G) denota el
número de clases de conjugación [H] tales que H tiene ı́ndice 2 en G.

Proposición 5.1.1. Sea G un grupo finito y A un conjunto finito de cardinalidad q ≥ 2. Entonces

Rank(Aut(AG)) ≥

{
r(G)− r2(G), si q = 2

r(G), en otro caso

Ahora consideremos un conjunto arbitrario A y un grupo G. Recordemos que dado un subgrupo
normal N ⊆ G, la Prosición 3.2.6 nos proporciona un epimorfismo de monoides Φ : CA(AG) →
CA(AG/N). La imagen bajo Φ de un conjunto generador minimal para CA(AG) es un conjunto
generador de CA(AG/N) (no necesariamente minimal). Luego se cumple la relación:

Rank
(
CA(AG/N)

)
≤ Rank

(
CA(AG)

)
. (5.1.2)

Con esto en mente se prueba el siguiente resultado.

Teorema 5.1.1. Sea G un grupo tal que existe una cadena descendente infinita

G > N1 > N2 > · · ·

tal que, para todo i ≥ 1, Ni es un subgrupo normal de ı́ndice finito en G. Entonces, CA(AG) no es
finitamente generado.

Demostración. Dado un grupo finito K, sea n(K) el número de subgrupos normales de K. Sean
[H1], [H2], ..., [Hr] las clases de conjugación de subgrupos de K. Ya que los subgrupos normales de
K están en biyección con las clases de conjugación de subgrupos de K de cardinalidad 1, tenemos
que n(K) ≤ r.

Para cada i ≥ 1, Ni es un subgrupo normal de ı́ndice finito en G, y entonces G/Ni es un grupo
finito. Por el teorema de correspondencia (ver Teorema 4.9 de [Rom11]), n(G/Ni) ≥ i+ 1, ya que
hay al menos i+ 1 subgrupos normales intermedios entre G y Ni (digamos, G, N1..., Ni).

Aplicando las relaciones 5.1.2 y 5.1.1, aśı como la Proposición 5.1.1 las siguientes desigualdades
se cumplen para i ≥ 1,
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Rank(CA(AG)) ≥ Rank(CA(AG/Ni))

≥ Rank(Aut(AG/Ni))

≥ r(G/Ni)− r2(G/Ni)

≥ n(G/Ni)− r2(G/Ni)

≥ (i+ 1)− 1 = i

ya que hay a lo más un subgrupo de ı́ndice 2 en una cadena descendente infita de subgrupos nor-
males de ı́ndice finito (ver Teorema 3.1.3 de [Rom11]). Esto implica que CA(AG) no es finitamente
generado. ■

Un grupo G es residualmente finito si para todo g ∈ G \ {e} hay un grupo finito K y un
homomorfismo ϕ : G → K tal que ϕ(g) no es la identidad en K. Algunas clases de grupos que
son residualmente finitos son: los grupos finitos, los grupos abelianos finitamente generados, los
grupos profinitos, los grupos libres y los grupos lineales finitamente generados. Además, subgrupos,
productos directos y sumas directas de grupos residualmente finitos son residualmente finitos.

Un grupo G es localmente graduado si todo subgrupo no trivial finitamente generado de G
contiene un subgrupo propio de ı́ndice finito. Esta clase de grupos incluye a los grupos solubles
generalizados y a todos los grupos residualmente finitos.

Precisamente el Teorema 5.1.1 implica que el monoide CA(AG) no es finitamente generado
cuando G es infinito residualmente finito o infinito localmente graduado. La demostración de estos
resultados, insistimos, puede consultarse en el art́ıculo [Cas22].

Considerando los grandes alcances de la estrategia que acabamos de comentar, uno podŕıa
pensar en la posibilidad de aplicarla para de mostrar que el grupo de automorfismos Aut(AG) no es
finitamente generado. La idea subyacente principal es considerar la restricción del homomorfismo
Φ : CA(AG) → CA(AG/N) al grupo de unidades esperando que el homomorfismo Φ|Aut(AG) :

Aut(AG) → Aut(AG/N) fuese sobreyectivo y aśı aplicar la estrategia descrita para demostrar que
Aut(AG) no es finitamente generado para varias familias de grupos. Esto sugiere en particular, que
todo automorfismo de AG/N es inducido por un automorfismo de AG. Sin embargo, en [KRW92]
se muestra el siguiente contraejemplo sugerido por Ulf Fiebig.

Ejemplo 5.1.1. Sea A = {0, 1}. Por las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.3 sabemos que (Fix(6Z),Σ|Fix(6Z))
(donde Σ es la acción shift de G en AZ) es un subconjunto cerrado y G-invarriante del full shift
AZ, es decir un subshift de AZ.

Observe que este subshift es finito; de hecho, por el Corolario 3.2.1 tiene exactamente |Fix(6Z)| =
|A|[Z,6Z] = 26 = 64 elementos. La estructura de las Z-órbitas de Fix(6Z) consta de: 9 órbitas de
tamaño 6 de configuraciones en Ψ6Z; 2 órbitas de tamaño 3 de cofiguraciones en Ψ3Z; 1 órbita de
tamaño 2 de cofiguraciones en Ψ2Z y 2 órbitas de tamaño 1 de configuraciones en ΨZ.

Al ser Fix(6Z) un espacio totalmente disconexo finito, en realidad Fix(6Z) tiene la topoloǵıa
discreta. Entonces todo mapeo τ : Fix(6Z) → Fix(6Z) que sea biyectivo y G-equivariante es un
automorfismo de (Fix(6Z),Σ|Fix(6Z)).

Sea O una de las 14 Z-órbitas contenidas en Fix(6Z). Consideremos el mapeo τO : Fix(6Z) →
Fix(6Z) dado por

τO(x) =

{
1 · x, si x ∈ O,
x, en otro caso.

Es claro que τO es una biyecciónG-equivariante, y por tanto un automorfismo de (Fix(6Z),Σ|Fix(6Z)).
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Sea A un conjunto finito y N un grupo normal de G. Denotemos por CA(Fix(N)) el monoide de
endomorfismos del subshift Fix(N) ⊂ AG. La Proposición 3.2.8 nos asegura que el homomorfismo
Φ′ : CA(AG) → CA(Fix(N)) dado por τ 7→ τ |Fix(N) es sobreyectivo. Sin embargo, el homomorfismo
Φ∗ : Aut(AG) → Aut(Fix(N)) dado por τ 7→ τ |Fix(N) no lo es en general. En [KRW92] se prueba,
como una aplicación de la SGCC (condición de compatibilidad signo-giro), que cuando G = Z y
N = 6Z, se tiene que τO /∈ Im(Φ∗). Por la Proposición 3.2.7 sabemos que Fix(N) y AG/N son G/N -
sistemas conjugados y se sigue que, en general, el homomorfismo Φ|Aut(AG) : Aut(A

G) → Aut(AG/N)
no es sobreyectivo. Aśı la técnica propuesta en [Cas22] no se puede extender en general al grupo
de automorfismos.

5.2. Acotando el problema.

Comencemos por analizar algunas condiciones sobre G y A que nos dan una respuesta inmediata
a nuestro problema. En breve, veremos que una condición necesaria para que el grupo Aut(AG)
sea finitamente generado es que A sea finito y que G sea finitamente generado.

Proposición 5.2.1. Sea G un grupo finitamente generado, entonces G es numerable.

Demostración. En efecto, si G es generado por un conjunto finito S, entonces G ⊆
⋃

n∈N(S ∪
S−1)n. Además, observe que

⋃
n∈N(S∪S−1)n es numerable, ya que la unión de conjuntos numerables

es numerable; se sigue que G es numerable al ser subconjunto de un conjunto numerable. ■
La siguiente proposición es una observación extraida de [Cas22].

Proposición 5.2.2. El grupo Aut(AG) no es finitamente generado si G no es finitamente generado.

Demostración. Sea G un grupo que no es finitamente generado. Supongamos que Aut(AG)
tiene un conjunto finito de generadores, digamos H = {τ1, τ2, ..., τk}. Sea Si un conjunto memoria

para cada τi. Entonces G ̸=

〈
k⋃

i=1

Si

〉
, a continuación consideremos τ ∈ Aut(AG) tal que su

conjunto memoria minimal no está contenido en G ̸=

〈
k⋃

i=1

Si

〉
. Ya que el conjunto memoria de

la composición de τi ◦ τj es SiSj = {sisj : si ∈ Si, sj ∈ Sj} (ver Proposición 2.3.2), τ no puede
pertenecer al monoide generado por H, lo cual contradice que H sea un conjunto generador para
Aut(AG). Esto muestra que Aut(AG) no pude ser finitamente generado si G no es finitamente
generado. ■

Proposición 5.2.3. Si A es infinito, entonces Sym(A) no es numerable.

Demostración. Bastará con probar que Sym(N) no es numerable. Para ver esto, consideremos
un mapeo (arbitrario) Φ : N → Sym(N) con Φ(n) = fn. Vamos a construir un mapeo g : N → N,
de tal manera que por cada fk ∈ Φ(N) definimos dos asignaciones. Para cada k ∈ N:

g(2k − 1) = 2k y g(2k) = 2k − 1, si 2k − 1 ∈ Fix(fk);

g(2k − 1) = 2k − 1 y g(2k) = 2k, en otro caso.

Observe que por construcción g ∈ Sym(N), pero g /∈ Φ(N), luego Φ no es sobreyectivo. Aśı que no
existe una biyección entre Sym(N) y N, lo cual significa que Sym(N) no es numerable. ■



65

Proposición 5.2.4. Si A es infinito, entonces Aut(AG) no es finitamente generado.

Demostración. Podemos considerar los autómatas celulares invertibles inducidos por biyecciones
del alfabeto (ver Ejemplo 2.3.5). Como el mapeo local asociado a un autómata celular con conjunto
memoria fijo es único, se sigue que por cada elemento en Sym(A) hay un autómata celular en
Aut(AG). Por la proposición 5.2.3 tenemos que si A es infinito, el grupo Aut(AG) no es numerable
y por lo tanto, por la proposición 5.2.1 tampoco es finitamente generado. ■

De las proposiciones 5.2.4 y 5.2.2 se sigue el corolario:

Corolario 5.2.1. Si el grupo Aut(AG) es finitamente entonces A es finito y G es finitamente
generado.

5.3. Una estrategia general para demostrar que Aut(AG) no

es finitamente generado.

En esta sección ofrecemos una estrategia para demostrar que el grupo Aut(AG) no es finita-
mente generado cuando A es un conjunto finito y G un grupo finitamente generado con suficientes
subgrupos normales de ı́ndice finito.

Para el resto de esta sección asumimos los siguientes atributos en el conjunto A y en el grupo G.
Sea A un conjunto finito con |A| ≥ 2; sin pérdida de generalidad podemos asumir que {0, 1} ⊆ A.
Sea G un grupo finitamente generado tal que posee un conjunto infinito contable H = {Hi}i∈N de
subgrupos normales de ı́ndice finito.

Denotemos por ΨHi
:= {x ∈ AG : Gx = Hi} el conjunto de configuraciones de periodo

fundamental Hi. En vista de que ΨHi
⊂ Fix(H) y |Fix(Hi)| = |A|[G:H] (ver Corolario 3.2.1), se

sigue que ΨHi
es finito para cada i ∈ N.

Lema 5.3.1. El conjunto ΨHi
es no vaćıo para cada i ∈ N.

Demostración. Definamos la configuración x : G→ A

x(g) :=

{
1 si g ∈ Hi

0 en otro caso,
∀g ∈ G.

Mostraremos que x ∈ ΨHi
, es decir que Hi = Gx.

Sea h ∈ Hi, entonces h · x(g) = x(h−1g), pero h−1g ∈ Hi si y sólo si g ∈ H, y se sigue que
h · x(g) = x(g) para toda g, es decir, Hi ≤ Gx.
Por otro lado, si consideramos α ∈ Gx entonces α · x(g) = x(α−1g) = x(g) para todo g ∈ G. En
particular, si g ∈ Hi, entonces x(α

−1g) = x(g) = 1 y α−1g = h para algún h ∈ Hi, lo cual implica
que α ∈ Hi. Luego Gx ≤ Hi. ■

Denotemos por S : G× AG → AG la acción shift.

Proposición 5.3.1. Para cada i ∈ N el par (ΨHi
, S|ΨHi

) es un subsistema (subshift) finito del full

shift (AG, S).
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Demostración. Cada ΨHi
es finito y por lo tanto subconjunto compacto de AG (ya que AG es

compacto por el inciso 6 de la Proposición 2.2.1). Además, como AG es de Hausdorff (ver inciso 4
de la Proposición 2.2.1), entonces ΨHi

es cerrado.
Ahora consideremos x ∈ ΨHi

(equivalentemente Gx = Hi) y g ∈ G. Ya que g · x y x están en
la misma órbita, sus estabilizadores son conjugados (ver Proposición 2.1.1), aśı que existe α ∈ G
tal que

Gg·x = αGxα
−1 = αHiα

−1 = Hi,

donde la última relación se cumple por normalidad del grupo Hi. Luego g · x ∈ ΨHi
y ΨHi

⊂ AG

es subconjunto G-invariante.
Por lo tanto, por la observación 2.1.1, para cada i ∈ N el par (ΨHi

, S|ΨHi
) constituye un subshift.

■

Proposición 5.3.2. Para cada i ∈ N, el conjunto ΨHi
es Aut(AG)-invariante.

Demostración. Sean x ∈ AG y τ ∈ Aut(AG). En primer lugar, si h ∈ Hi, por G-equivarianza
tenemos que h · τ(x) = τ(hx) = τ(x), por lo que h ∈ Gτ(x), y Hi ⊂ Gτ(x).

Ahora consideremos α ∈ Gτ(x). Entonces se cumple α · τ(x) = τ(x), es decir, τ(α · x) = τ(x).
Sin embargo, como τ es invertible se sigue que α · x = x, por lo que α ∈ Gx = Hi y Gτ(x) ⊂ Hi.

Por lo tanto Gτ(x) = Hi, τ(x) ∈ ΨHi
y ΨHi

es conjunto ICA(AG)-invariante. ■

Definición 5.3.1. Sea G un grupo finitamente generado y sea F = {Hi}i∈N una familia de
subgrupos normales de ı́ndice finito. Diremos que un automorfismo τ ∈ Aut(AG) intercambia a
dos configuraciones x, y ∈ ΨHk

respecto a F si τ(x) = y, τ(y) = x y además para j ≤ k fija todo
punto de ΨHj

que no pertenezca a las G-órbitas de x o y.

Teorema 5.3.1. Sea G un grupo finitamente generado tal que pose una familia infinita numerable
de subgrupos normales de ı́ndice finito F = {Hi}i∈N tales que ψHi

> [G : Hi] para cada i ∈ N. Sea
A un conjunto finito con |A| ≥ 2. Si para cada i ∈ N existe una involución τi ∈ Aut(AG) tal que
intercambia dos configuraciones x, y ∈ Hi con respecto a F , entonces Aut(AG) no es finitamente
generado.

Demostración. Denotemos por OΨHi
:= {Gx : x ∈ ΨHi

} el conjunto de G-órbitas de elementos
en ΨHi

. Por el Lema 5.3.1 cada ΨHi
es no vaćıo; y ya que asumimos que ψHi

> [G : Hi] para cada
i ∈ N, tenemos que cada ΨHi

contiene al menos dos G-órbitas. Ya que ΨHi
es finito, el conjunto

de órbitas OΨHi
también lo es, digamos con OΨHi

= {O1, ..., Oℓi}. Observe que al ser ΨHi
conjunto

G-invariante se sigue que

ΨHi
=

ℓi⊔
k=1

Ok.

Por otro lado, para cada x ∈ AG y τ ∈ Aut(AG) se tiene por G-equivarianza que τ(Gx) =
Gτ(x). Además, al ser ΨHi

conjunto Aut(AG)-invariante, se sigue que τ induce una permutación
σi
τ : OΨHi

→ OΨHi
. Esta permutación tiene una signatura bien definida al ser OΨHi

finito.
Para cada i ∈ N consideremos el homomorfismo

φi : Aut(A
G) → Z2,

que asigna a cada automorfismo τ ∈ Aut(AG) la signatura de la permutación σi
τ que este induce

en el conjunto de órbitas OΨHi
, es decir, φi(τ) = sgn(σi

τ ).
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Si para cada i ∈ N existe una involución τi : A
G → AG que intercambie dos configuraciones

en ΨHi
, entonces el homomorfismo Φn : Aut(AG) →

∏n
j=1 Z2 dado por Φn(τ) = (φ1(τ), ..., φn(τ))

será sobreyectivo para cada n ∈ N. En efecto, si n = 1 entonces el automorfismo idAG cumple
con φ1(idAG) = 1, mientras que la involución τ1 : AG → AG es una transposición de OΨHi

por

lo que φ1(τ1) = −1; luego Φ1 : Aut(AG) → Z2 es sobreyectivo. Ahora supongamos que Φk :
Aut(AG) →

∏k
j=1 Z2 es sobreyectivo para algún k ≥ 1. Para cada β = (β1, ..., βk+1) ∈

∏k+1
j=1 Z2

existe β′ = (β′
1, ..., β

′
k) ∈

∏k
j=1 Z2 tal que βi = β′

i para todo i ≤ k. Además por sobreyectividad de

Φk existe τβ′ ∈ Aut(AG) tal que Φk(τβ′) = β′. Aśı, al ser τk+1 una transposición que intercambia
dos puntos en ΨHk+1

tenemos que, si φk+1(τβ′) = ±1 entonces φk+1(τk+1◦τβ′) = ∓1, y por lo tanto,

con seguridad β ∈ {Φk+1(τβ′),Φk+1(τk+1 ◦ τβ′)}, lo cual significa que Φk+1 : Aut(AG) →
∏k+1

j=1 Z2

es homomorfismo sobreyectivo.
Por el primer teorema de isomorf́ıa tenemos que para cada n ∈ N se cumplen las siguientes

relaciones

Aut(AG)/Ker(Φn) ∼=
n∏

k=1

Z2,

de donde se sigue que

Rank(Aut(AG)/Ker(Φn)) = Rank

(
n∏

k=1

Z2

)
≤ Rank(Aut(AG)),

y Aut(AG) no es finitamente generado. ■

5.4. El grupo de automorfismos de AZ no es finitamente

generado.

En [BLR88] los autores demuestran que el grupo de automorfimos de un full Z-shift con alfa-
beto finito no es fintamente generado. En esta sección discutimos la técnica que usaron para tal
propósito.

5.4.1. Conceptos báscios de dinámica simbólica sobre Z
Sean A un conjunto finito con {0, 1} ⊆ A y In := {k ∈ N : 1 ≤ k ≤ n}. Una palabra o bloque

u sobre A es un mapeo u : In → A para algún entero n, es decir, una sucesión finita u = u1u2 · · ·un
de śımbolos en A. El bloque vaćıo, denotada por ε corresponde a caso n = 0. La longitud de
un bloque es la cantidad de términos de la sucesión y se denota por |u|. Denotamos por Bn(A

Z)
el conjunto de bloques de longitud n. El conjunto de todos los bloques sobre A lo denotamos por
B(AZ), decir,

B(AZ) :=
∞⋃
n=0

Bn(A
Z).

Dado W = w1w2 · · ·wn ∈ Bn(A
Z), W [i, j] denota la subsucesión finita wi · · ·wj. Podemos pensar

una configuración x ∈ AZ como una sucesión bi-infinita (xn)n∈Z:

x = ...x−2x−1.x0x1x2...



68

donde cada xi ∈ A. Aśı por ejemplo, si x = ...010.10101010..., entonces x−3 = 0, x−2 = 1, x−1 =
0, x1 = 1, x2 = 0, etc.

Si x = ...x−2x−1.x0x1x2... ∈ AZ, definimos x[i,j] := xixi+1 · · ·xj−1xj, x[i,∞) := xixi+1 · · · ,
x(−∞,i] = · · ·xi−1xi. Adoptamos la convención de que si i > j, entonces x[i,j] := ε. Dados u ∈ B(AZ)
y x ∈ AZ, diremos que u ocurre en x, o también que u es palabra (o bloque) de x, lo cual de-
notamos por u ⊑ x, si existen enteros i, j tales que x[i,j] = u. La palabra vaćıa ocurre en cualquier
configuración de AZ. El (2k+1)-bloque central de x es x[−k,k]. Sea u = u0 · · ·un−1 ∈ B(AZ)\{ε},
entonces denotamos por u∞ a la configuración x ∈ AZ tal que para todo i ∈ Z, xi = ui mód n, es
decir,

u∞ := · · ·uuuuuu.uuuuuu · · · = · · ·u0 · · ·un−1u0 · · ·un−1.u0 · · ·un−1u0 · · ·un−1 · · ·

Consideremos el full Z-shift (AZ, σ). Es común usar la notación σn(x), n ∈ Z para denotar la
transformación n · x.

Proposición 5.4.1. Una configuración x ∈ AZ es nZ-periódica y sólo si σn(x) = x. Además x
tiene periodo fundamental nZ si y sólo si σn(x) = x, pero σk(x) ̸= x para 0 < k < n.

Demostración. Si x es nZ-periódica entonces nZ ⊆ Gx, lo cual significa que σk(x) = x para
cada k ∈ nZ, en particular se cumple para n = k. Por otro lado, si asumimos que σn(x) = x por
propiedades de la acción tenemos que para todo k ∈ Z se cumple σkn(x) = (σn ◦ · · · · · · ◦ σn︸ ︷︷ ︸

k− veces

)(x) =

x, luego nZ ⊆ Gx y x es nZ-periódica.
Ahora supongamos que x tiene periodo fundamental nZ, entonces Gx = nZ, es decir, σm(x) = x

si y sólo si m es un múltiplo de n, lo cual es equivalente a que σk(x) ̸= x si y sólo si k ≡ i (mod n)
para 0 < i < n. Además por biyectividad de σ tenemos que esta última condición es equivalente a
σk(x) ̸= x si y sólo si 0 < k < n y el resultado se sigue. ■

Una configuración periódica (o punto periódico) es una configuración x ∈ AZ tal que
σn(x) = x para algún n > 0, y diremos que x tiene periodo n. Una configuración periódica
x ∈ AZ tiene periodo mı́nimo n si σn(x) = x, pero σk(x) ̸= x para 0 < k < n; en otras palabras
el menor entero positivo n para el cual σn(x) = x es el periodo mı́nimo de x. Denotaremos por Qn

el conjunto de configuraciones de periodo mı́nimo n, es decir,

Qn := {x ∈ AZ : Gx = nZ}.

La Z-órbita de una configuración x ∈ AZ será denotada mediante O(x). Una órbita O(x) es
llamada órbita periódica si x es una configuración periódica; rećıprocamente decimos que una
órbita periódica está dada por un bloque w ∈ Bn(A

Z) si contiene al punto periódico que está dado
por el bloque w, es decir, a w∞.

Definición 5.4.1. Sea 1 ≤ i < n, W ∈ Bn(A
Z). Denotamos por σi(A) la i-ésima permutación

ćıclica de A: A[i, n]A[1, i− 1].

Observación 5.4.1. Con la notación anterior note que se cumple la relación σi(A∞) = (σi(A))∞.

Proposición 5.4.2. Sea W ∈ Bn(A
Z), tal que W∞ es de periodo mı́nimo n. Entonces W solo

puede ocurrir en WW como su primera o segunda mitad.
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Demostración. Sea B := WW y supongamos que W = B[i, i+ n− 1] con 1 < i < n. Entonces
W [i, n] = W [1, n−i+2] yW [1, i−1] = W [n−i−2, n], lo cual implica, σi(W ) = W [i, n]W [1, i−1] =
W . Sin embargo, la útima relación implica que σi(W∞) = σi(W )∞ = W∞ contradiciendo el hecho
de que W∞ tiene periódo mı́nimo n. ■

5.4.2. El teorema de intercambio de órbitas para el Z-Full Shift
Lema 5.4.1. Sean W1,W2 ∈ Bn(A

Z), W1 ̸= W2. Existen permutaciones ćıclicas σi(W1), σ
i(W2)

tales que (σi(W1)σ
i(W2))

∞ ∈ Q2n.

Demostración. Su pongamos que (W1W2)
∞ tiene periodo mı́nimo 2n

m
< 2n. Entonces podemos

escribir W1W2 = Cm con m ≥ 3 e impar (m = 1 implica que C = W1W2;por otro lado, si m es par
la condición periodo mı́nimo menor a 2n implica que W1 = W2). Luego |C| es par. Aśı podemos
escribir C = DE donde |D| = |E| y D ̸= E (si permitimos D = E tendremos que W1 = W2).
Ahora podemos escribir:

W1W2 = CC · · ·C︸ ︷︷ ︸
m-veces

= (DE)m

= D(ED)
m−1

2 · E(DE)
m−1

2

es decir, W1 = D(ED)q y W2 = E(DE)q con q = m−1
2

.
Definamos

F := σ|D|(W1)σ
|D|(W2) = (ED)qD(DE)qE = (ED)q−1EDDDE(DE)q−1E.

Supongamos que F∞ tiene periodo k < 2n. En vista de que D ̸= E, se sigue que k < n; además
como q ≥ 1 tenemos que 4q + 2 ≤ 6q y se cumple la relación:

k ≤ 2n

3
=

4q + 2

3
|D| ≤ 2q|D|.

Observe que siempre es posible encontrar un entero ℓ tal que |D| ≤ ℓk ≤ 2q|D|. En efecto, si
k ≥ |D| entonces bastará con hacer ℓ = 1. Si k < |D| hacemos ℓ el menor entero tal que ℓk > |D|,
y se sigue que |D| − ℓk ≤ k; aśı podemos escribir ℓk = |D| + ε donde ε ≤ k y tenemos que
ℓk = |D|+ ε ≤ |D|+ k < 2|D| ≤ 2q|D|.

Recordemos que C∞ = (DE)∞ tiene periodo mı́nimo |DE|. Luego DE ocurre en DEDE sólo
como su primera o segunda mitad, de donde se desprende que D ocurre en DE sólo como su primer
mitad y E ocurre en DE sólo como su segunda mitad. Por lo tanto, al considerar la permutación
ćıclica σℓk(F ) = F se sigue que el bloque DDD debe contener a DE o a ED como subbloque,
implicando que D = E, una contradicción. Entonces F∞ ∈ Q2n. ■

Definición 5.4.2. Si x, y ∈ Qn, decimos que φ ∈ Aut(AZ) intercambia x e y si φ(x) = y,
φ(y) = x y φ fija todos las configuraciones cuya Z-órbita tiene longitud menor o igual que n y no
contienen ni a x ni a y. Denotamos este mapeo mediante φ : x↔ y.

Teorema 5.4.1. Sea n ∈ N y x, y ∈ Qn configuraciones con O(x) ̸= O(y). Entonces existe una
involución φ ∈ Aut(AZ) que intercambia x e y.
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Demostración.
Ya que x, y ∈ Qn, existen palabrasW ′

1,W
′
2 de longitud n tales que x = (W ′

1)
∞ y y = (W ′

2)
∞. Ya

que x e y tienen órbitas distintas, ninguna permutación ćıclica de W ′
1 es igual a W

′
2, en particular,

W ′
1 ̸= W ′

2. Aśı que por el Lema 5.4.1 existe i tal que (σi(W ′
1)σ

i(W ′
2))

∞ posee periodo mı́nimo
2n. Sean pues W1 := σi(W ′

1) y W2 := σi(W ′
2). Por Z-equivarianza tenemos que O(x) = O(W∞

1 ),
O(y) = O(W∞

2 ) y un automorfismo φ intercambia x e y si y sólo si φ intercambia a W∞
1 y W∞

2 .
Por lo cual podemos trabajar con las configuraciones W∞

1 y W∞
2 sin problema.

Consideremos el conjunto de marcos en W1 y W2:

M(W1,W2) = {w ∈ B5n : w = B1B2B3B4B5, Bi ∈ {W1,W2}}.

Y para 0 ≤ l < n definimos los conjuntos:

El(W1) := {x ∈ AZ : x−l · · ·x−l+n−1 = W1, x−l+kn · · ·x−l+(k+1)n−1 ∈ {W1,W2}, k = −2,−1, 1, 2}

y

El(W1) := {x ∈ AZ : x−l · · ·x−l+n−1 = W2, x−l+kn · · ·x−l+(k+1)n−1 ∈ {W1,W2}, k = −2,−1, 1, 2}.

Observe que El(Wi) es el conjunto de configuraciones x ∈ AZ tales que x[−l−2n,−l+3n−1] es un
marco cuyo bloque central B3 es Wi. Además, es claro que El(W1) ∩ El(W2) = ∅ para 0 ≤ l < n.

Considere el automorfismo τW1W2 : A
Z → AZ cuyo mapeo local µ : AS → A donde S = {i ∈ Z :

−2n ≤ i ≤ +3n− 1} está dado por

τW1W2(z)(0) =



(W1)l, si z ∈ El(W1), 0 ≤ l < n,

(W2)l, si z ∈ El(W2), 0 ≤ l < n,

z0, si z ∈ AZ \
⋃

0≤l<n

(El(W1) ∪ El(W2)).

para cada z ∈ AZ.

Observe que este automorfismo escanea una ventana de longitud 5n; si encuentra un marco con
bloque central W1, reemplaza dicho bloque por W2 y viceversa.

Para ver que τW1W2 : A
Z → AZ está bien definido, supongamos lo contrario, es decir, que existen

dos marcos M1 y M2 tales que M1[−2L, 3L−1−k] =M2[−2L+k, 3L−1] para alguna 0 < k < L.
Ya que W∞

1 ∈ Qn, se sigue que W1 ocurre en W1W1 solo como su primera o segunda mitad,
además, W2 no ocurre en W1W1 pues ninguna permutación ćıclica de W1 es igual a W2; se sigue
que M1 y M2 deben ser de la forma W1W2W1W2W1 o W2W1W2W1W2. Luego, la superposición
de M1 y M2 implica que (W1W2)

∞ tiene periodo menor que 2n, contradiciendo el hecho de que
(W1W2)

∞ ∈ Q2n.
Por construcción, el automorfismo τW1W2 preserva marcos y es una involución. Si z ∈ Qk con

k < n entonces ningún elemento de M(W1,W2) ocurre en z, pues de lo contrario W∞
1 ,W∞

1 /∈ Qn;
luego y τW1W2(z) = z. Si z ∈ Qn es tal que no está en la órbita de x ni en la órbita de y, entonces z
está dado por una palabra de longitud n diferente de cualquier permutación ćıclica de Wi, i = 1, 2
y por lo tanto, nuevamente ningún elemento de M(W1,W2) ocurre en z y τW1W2(z) = z. ■

Ejemplo. Consideremos A = {0, 1, 2} y los puntos de periodo fundamental 3Z en AZ:



71

x = 110∞ = · · · 11011011.0110110 · · ·

y
y = 020∞ = · · · 020020.020020 · · · .

Sea τxy ∈ Aut(AZ) la involución que intercambia a x y y. La siguiente figura ilustra cómo
mapea τxy.

z = · · · · · ·0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 10 0 0 0 0 0 02 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 01 1 1 10 0 0 0 0 0 0 02 2 2 2 2 2 2 2· · · · · ·τxy(z) =

Lema 5.4.2. Para dos enteros p ≥ 3 m ≥ 2 se cumple la relación mp > m+ p.

Demostración. Si m = 2 y p = 3 la afirmación se cumple pues 23 > 2 + 3. Ahora supongamos
que para dos enteros q ≥ 3 y ℓ ≥ 2 se tiene que ℓq > ℓ + q. Entonces por un lado se cumplen las
siguientes relaciones

(ℓ+ 1)q > ℓq + 1q > (ℓ+ 1) + q,

pero también tenemos que

ℓ(q+1) > ℓ2 + ℓq ≥ 2ℓ+ 2q > ℓ+ (q + 1).

Y el resultado se sigue por el principio de inducción doble. ■

Teorema 5.4.2. Sea A un conjunto finito con |A| ≥ 2. Entonces el grupo Aut(AZ) no es finita-
mente generado.

Demostración.Para cada n ∈ N, el grupo nZ es un subgrupo del grupo aditivo (Z,+); este
grupo es tal que todos sus subgrupos son de ı́ndice finito (de hecho el único grupo infinito que
cumple con esta caracteŕıstica), al ser abeliano todos estos son normales. Ahora, por aplicación
del Lema 5.4.2, para todo primo p ≥ 3 se cumple que |A|p − |A| > p. Sin embargo, por el inciso
2 del Lema 3.3.6 esta última relación significa que ψpZ(Z, A) > [Z, pZ] para cada primo p ≥ 3.
Sea F := {pZ : p es primo}. Por el Teorema 5.4.1 para cada primo p, dadas dos configuraciones
x, y ∈ ΨpZ, existe una involución τxy ∈ Aut(AG) que las intercambia respecto a F . El resultado se
sigue del Teorema 5.3.1. ■
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5.5. Inducción y restricción de autómatas celulares

En el art́ıculo [CC09] los autores estudian en detalle las nociones de inducción y restricción
de autómatas celulares. Para el desarrollo del presente trabajo, son de interés los teoremas que
permiten extender autómatas celulares a un supergrupo y las propiedades de estabilidad, por
ejemplo, si el autómata original es invertible, entonces el autómata inducido (extendido) también
lo será.

Sean G un grupo, H un subgrupo de G y A un conjunto. Definamos el conjunto

CA(G,H;A) := {τ ∈ CA(AG) : τ admite un conjunto memoria de que está contenido en H}.

Observe que, en particular, el conjunto memoria minimal de cada elemento de CA(G,H;A) está
contenido en H.

Consideremos un autómata τ ∈ CA(G,H;A) con conjunto memoria S ⊆ H y mapeo local
µ : AS → A. Entonces, el mapeo τH : AH → AH definido mediante

τH(x)(h) = µ((h−1 · x)|S) para toda x ∈ AH , h ∈ H,

es un autómata celular sobre AH , denominado la restricción de τ a H.
Observe que el mapeo τH está bien definido pues no depende de la elección del conjunto me-

moria. En efecto, si consideramos x̃ ∈ AG tal que x̃|H = x, entonces

τH(x)(h) = τ(x̃), para toda h ∈ H.

Rećıprocamente, podemos considerar un autómata celular σ : AH → AH con conjunto memoria
S y mapeo local µ : AS → A. El mapeo σG : AG → AG definido mediante

σG(x̃)(g) = µ
(
(g−1 · x̃)|S

)
para toda x̃ ∈ AG, g ∈ G,

es un autómata celular sobre AG. Además, si S0 es el conjunto memoria minimal de σ y µ0 : A
S0 →

A el mapeo local, entonces µ = µ0 ◦ π, donde π : AS → AS0 es el mapeo restricción. Luego, se
cumplen las relaciones

σG(x̃)(g) = µ
(
(g−1 · x̃)|S

)
= µ0 ◦ π

(
(g−1 · x̃)|S

)
= µ0

(
(g−1 · x̃)|S0

)
,

para toda x̃ ∈ AG y g ∈ G. Esto implica, en particular, que σG no depende de la elección del
conjunto memoria S ⊆ H. Aśı, decimos que σG ∈ CA(G,H;A) es el autómata celular inducido
por σ ∈ CA(AH).

Las nociones de inducción y restricción de autómatas que admiten conjuntos memoria en el
subgrupo H, son inversa una de la otra, es decir,

(τH)
G = τ, y (σG)H = σ.

Un aspecto importante para este trabajo es la manera en que mapea el autómata inducido,
es decir, dado un τ ∈ CA(G,H;A), ¿cómo transforma τ una configuración x̃ ∈ AG? Siguiendo a
[Cec+10] comencemos por recordar que el conjunto de clases laterales izquierdas de H en G forman
una partición de G, es decir,

G =
⊔

c∈G/H

c.
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Aśı que, podemos identificar nuestro espacio de configuraciones mediante

AG =
∏

c∈G/H

Ac,

de tal manera que cada configuración es coloreada por clases laterales

x̃ = (x̃|c)c∈G/H .

El siguiente paso es descomponer cada autómata como un producto de mapeos de las clases late-
rales. Primero observe que si c ∈ G/H y g ∈ c, entonces τ(x̃)(g) depende solo de x̃|c. En efecto
pues si S es un conjunto memoria para τ con S ⊆ H, entonces gS ⊆ c, aśı que la observación se
sigue por el Lema 2.3.1. Aśı, podemos escribir

τ =
∏

c∈G/H

τc,

donde τc : A
c → Ac es el único mapeo que satisface τc(x̃|c) = (τ(x̃)) |c.

Finalmente, discutimos la relación entre una autómata τH y un mapeo τc. Dado un conciente
c ∈ G/H y g ∈ c, consideramos la biyección ϕg : H → c dada por ϕg(h) = gh para toda h ∈ H.
Este a su vez, induce una biyección ϕ∗

g : A
c → AH dada por

ϕ∗
g(x) = x ◦ ϕg, (5.5.1)

para cada x ∈ Ac.
Con esto en mente, tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

Ac Ac

AH AH .

τc

ϕ∗
g ϕ∗

g

τH

Proposición 5.5.1. Los mapeos τc y τH son conjugados por ϕ∗
g, es decir, se cumple la relación

τc =
(
ϕ∗
g

)−1 ◦ τH ◦ ϕ∗
g.

Demostración. Sea x ∈ Ac y x̃ ∈ AG tal que x̃|c = x. Para cada h ∈ H se cumplen las relaciones:

(ϕ∗
g ◦ τc)(x)(h) = ϕ∗

g (τc(x)) (h),

= (τc(x) ◦ ϕg) (h),

= τc(x)(gh),

= τ(x̃)(gh),

= g−1 · τ(x̃)(h),

= τ(g · x̃)(h).

Además, para cada h ∈ H tenemos que

g−1 · x̃(h) = x̃(gh) = x(gh) = x ◦ ϕg(h),
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lo cual significa que g−1 · x̃ ∈ AG extiende a x ◦ ϕg ∈ AG. Con lo cual tenemos que

(ϕ∗
g ◦ τc)(x)(h) = τH(x ◦ ϕg)(h) = τH(ϕ

∗
g(x))(h) = (τH ◦ ϕ∗

g)(x)(h).

Esta última relación implica que ϕ∗
g ◦ τc = τH ◦ϕ∗

g y la igualdad buscada se sigue de la biyectividad
de ϕ∗

g. ■

Proposición 5.5.2. Sea G un grupo y A un conjunto. Sea H un subgrupo de G y τ ∈ CA(G,H;A).
Denotemos por τH : AH → AH la restricción de τ a H. Entonces se cumple lo siguiente:

a) τ es inyectivo si y sólo si τH es inyectivo;

b) τ es sobreyectivo si y sólo si τH es sobreyectivo;

Demostración. En vista de que τ se puede identificar como el mapeo producto
∏

c∈G/H

τc, se sigue

que τ es inyectivo (resp. sobreyectivo) si y solo si τc es inyectivo (resp. sobreyectivo) para cada

c ∈ G/H. Además, de la relación τc =
(
ϕ∗
g

)−1 ◦ τH ◦ ϕ∗
g probada en la Proposición 5.5.1 y en vista

de que ϕ∗
g es biyectivo se sigue que τc es inyectivo (resp. sobreyectivo) si y solo si τH es inyectivo

(resp. sobreyectivo). Luego, τ es inyectivo (resp. sobreyectivo) si y solo si τH es inyectivo (resp.
sobreyectivo). ■

Corolario 5.5.1. Sea G un grupo y A un conjunto finito. Sea H un subgrupo de G y τ ∈
CA(G,H;A). Denotemos por τH : AH → AH la restricción de τ a H. Entonces τ ∈ ICA(AG)
si y sólo si τH ∈ ICA(AH).

Demostración. Se sigue del Teorema 5.5.2 y del Teorema de Curtis-Hedlund. ■
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5.6. El grupo Aut
(
AG
)
no es finitamente generado.

Sean {Gi}di=2 una familia finita de grupos finitamente generados y Γ = Z×G2 × · · · ×Gd. En
esta sección ofrecemos una demostración de que el grupo Aut(AΓ) no es finitamente generado para
A un conjunto finito con |A| ≥ 2, obteniendo como corolario una solución al Problema 4 en el caso
G abeliano. Grosso modo la demostración consiste en contrar una “copia” del full Z-shift sobre A
en el full Γ-shift sobre A y extender los automorfimos descritos en el Teorema 5.4.1 al full Γ-shift
para entonces aplicar el Teorema 5.3.1. Los encajes entre dos full shifts sobre grupos distintos se
formaliza utilizando la noción de autómatas celulares generalizados desarrollada en [Cas+23]. La
noción de extensión que usaremos es la expuesta en la sección 5.5.

Lema 5.6.1. Sea G un grupo y H ≤ G. Entonces x ∈ Fix(H) si y sólo si x es constante en cada
clase lateral derecha.

Demostración. Sea x ∈ Fix(H). Entonces,

h · x(g) = x(h−1g) = x(g), ∀h ∈ H,

lo cual significa que x(Hg) = {x(g)} para cada g ∈ G, en otras palabras, x es constante en cada
elemento de H \G.
Sea x ∈ AG tal que |x(Hg)| = 1 para cada g ∈ G. Entonces

h · x(g) = x(h−1g) = x(e · g) = x(g), ∀g ∈ G, ∀h ∈ H,

y x ∈ Fix(H). ■

Lema 5.6.2. Sean G y H grupos con K ⊴ G. Si ϕ : H → G es un epimorfismo, entonces este
induce una correspondencia biyectiva entre los cocientes ϕ−1(K) \ H y K \ G. En particular,
[H : ϕ−1(K)] = [G : K].

Demostración. Consideremos el grupo cociente G/K y un el homomorfismo ϕ : H → G/K dado
por ϕ(g) = ϕ(g)K. Observe que Ker(ϕ) = ϕ−1(K). Ahora bien, la sobreyectividad de ϕ implica
la sobreyectividad de ϕ y se sigue por el primer teorema de isomorf́ıa que H/ϕ−1(K) ∼= G/K v́ıa
gϕ−1(K) 7→ ϕ(g)K. De donde se sigue que [H : ϕ−1(K)] = |H/ϕ−1(K)| = |G/K| = [G : K]. ■

Proposición 5.6.1. Sean G, H dos grupos y ϕ : H → G un homomorfismo sobreyectivo. El mapeo
ϕ⋆ : AG → AH dado por ϕ⋆(x) = x ◦ ϕ es un mapeo continuo, inyectivo y ϕ-equivariante. Además,
para un subgrupo normal K ⊴G tenemos que ϕ⋆(ΨK) = Ψϕ−1(K).

Demostración. Observe que para todo h ∈ H y g ∈ G se cumplen las relaciones

h · ϕ⋆(x)(g) = ϕ⋆(x)(h−1g)

= x(ϕ(h−1g))

= (ϕ(h) · x)(ϕ(g))

= ϕ⋆(ϕ(h) · x)(g),

lo cual nos dice que ϕ⋆ es ϕ-equivariante.
Ahora si h ∈ H tenemos que

(πh ◦ ϕ⋆)(x) = πϕ(h)(x),
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luego el mapeo ϕ⋆ : AG → AH es continuo.

Por otro lado, si x, y ∈ AG, tomando en cuenta la sobreyectividad de ϕ : H → G se siguen las
siguientes equivalencias

ϕ⋆(x) = ϕ⋆(y) ⇔ x(ϕ(h)) = y(ϕ(h)) para toda h ∈ H

⇔ x(g) = y(g) para toda g ∈ G

⇔ x = y,

y el mapeo ϕ⋆ : AG → AH es inyectivo.

Para el último resultado consideremos un subgrupo K ≤ G y x ∈ ϕ⋆(ΨK) ⊆ AH . Entonces
x = ϕ⋆(x′) para algún x′ ∈ ΨK ⊆ AG. Veamos que Stab(ϕ⋆(x′)) = ϕ−1(K). Si α ∈ ϕ−1(K),
entonces en vista de que ϕ(α) ∈ K se cumplen las relaciones

α · ϕ⋆(x′) = ϕ⋆(ϕ(α) · x′) = ϕ⋆(x′),

luego α ∈ Stab(ϕ⋆(x′)), aśı Stab(ϕ⋆(x′)) ⊇ ϕ−1(K). Ahora observe que se cumplen las siguientes
equivalencias

β ∈ Stab(ϕ⋆(x′)) ⇔ β · ϕ⋆(x′)(h) = ϕ⋆(x′)(h) ∀h ∈ H

⇔ ϕ⋆(x′)(β−1h) = ϕ⋆(x′)(h) ∀h ∈ H

⇔ x′(ϕ(β−1h)) = x′(ϕ(h)) ∀h ∈ H

⇔ ϕ(β) · x′(ϕ(h)) = x′(ϕ(h)) ∀h ∈ H

⇔ ϕ(β) · x′(g) = x′(g) ∀g ∈ G

⇔ ϕ(β) ∈ K

⇔ β ∈ ϕ−1(K),

por lo cual se sigue que Stab(ϕ⋆(x′)) ⊆ ϕ−1(K). Esto muestra que x ∈ Ψϕ−1(K), y en consecuencia
ϕ⋆(ΨK) ⊆ Ψϕ−1(K).

Para demostrar que se cumple la otra contención consideremos z ∈ Ψϕ−1(K) ⊆ AH . Vamos a
probar que z ∈ ϕ⋆(ΨK), es decir, que existe z′ ∈ ΨK ⊆ AG tal que ϕ⋆(z′) = z. En primer lugar,
sabemos que z es constante en clada clase lateral derecha de ϕ−1(K) en H. Sea T = {hi}i∈I un
transversal de ϕ−1(K) \ H. Por el Lema 5.6.2 existe una correspondencia 1-1 entre los cocientes
ϕ−1(K)\H yK\G v́ıa la asignación ϕ−1(K)g 7→ Kϕ(g). Aśı que vamos a construir la configuración
z′ coloreando los cocientes de Kϕ(g) precisamente según la asignación ϕ−1(K)g 7→ Kϕ(g), es decir,
definimos z′(α) = z(hi) para cada α ∈ Kϕ(hi), hi ∈ T . En particular, observe que se cumple la
relación ϕ⋆(z′)(h) = z′(ϕ(h)) = z(h) para cada h ∈ H.
Finalmente se verifica que z′ ∈ ΨK . En efecto, pues por definición z′ es constante en cada clase
lateral Kg, luego por el Lema 5.6.1 se sigue que z′ ∈ Fix(K), es decir K ⊆ Stab(z′). Ahora
consideremos α ∈ Stab(z′). Por sobreyectividad de ϕ, existe h ∈ H tal que ϕ(h) = α. Aśı se
cumplen las relaciones
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α · z′(g) = z′(g), ∀ g ∈ G⇔ z′(α−1g) = z′(g), ∀ g ∈ G

⇔ z′(ϕ(h−1)g) = z′(g), ∀ g ∈ G

⇔ z(h−1h∗) = z(h∗) ∀h∗ ∈ H

⇔ h · z(h∗) = z(h∗) ∀h∗ ∈ H,

sin embargo, la última relación implica que h ∈ ϕ−1(K). Luego, α = ϕ(h) ∈ K y Stab(z′) ⊆ K.
Por lo tanto, Ψϕ−1(K) ⊆ ϕ⋆(ΨK). ■

Ejemplo 5.6.1. Sea A = {0, 1}. Entonces el homomomorfismo sobreyectivo φ : Z2 → Z dado por
φ(a, b) = a+b determina una copia del Z-full shift con alfabeto A en el Z2-full shift con alfabeto A
v́ıa el φ-autómata celular ϕ⋆ : AZ → AZ2

, ϕ⋆ = x ◦φ para toda x ∈ AZ. A continuación mostramos
la imagen del punto x = ...110110.110110... ∈ Ψ3Z bajo ϕ⋆:

Sea Γ3 := φ−1(3Z) = {(a, b) ∈ Z2 : a + b ∈ 3Z}. La configuración ϕ⋆(x) es de periodo
fundamental ΨΓ3 . Tenemos que [Z2 : Γ3] = 3, de modo que las tres clases laterales de Γ3 en Z2 son
Li = {(a, b) : a+ b ≡ i (mód 3)} con 0 ≤ i ≤ 2.

Geométricamente, cada Li se visualiza en la ret́ıcula (vista en R2) como los puntos con coor-
denadas enteras contenidos en las rectas x + y = 3k + i para alguna k ∈ Z. Una muestra de las
clases laterales L0, L1 L2 seŕıa:
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Es de notar que al comparar con la figura anterior podemos ver que la coloración de ϕ⋆(x) es
tal que las clases laterales son constantes.

La siguiente proposición que aparece en [CS24] caracteriza la inyectividad y sobreyectividad de
los autómatas celulares inducidos por homomorfismos.

Lema 5.6.3. Sean G y H grupos y consideremos ϕ ∈ Hom(H,G).

1. ϕ es sobreyectivo si y sólo si ϕ⋆ es inyectivo.

2. ϕ es inyectivo si y sólo si ϕ⋆ es sobreyectivo.

Demostración. 1. Que la sobreyectividad de ϕ implica la inyectividad de ϕ⋆(x) se ha probado
en la Proposición 5.6.1.

Ahora supongamos que ϕ no es sobreyectivo, entonces existe g ∈ G\Im(ϕ). Definamos x, y ∈ AG

mediante x(a) = y(a) para todo a ∈ G− {g}, x(g) = 1 y y(g) = 0. Claramente, x ̸= y, pero para
toda h,

ϕ⋆(x)(h) = x(ϕ(h)) = y(ϕ(h)) = ϕ⋆(y)(h).

Por lo tanto, ϕ⋆(x) = ϕ⋆(y), lo cual muestra que ϕ⋆ no es inyectivo.
2. Supongamos que ϕ es inyectiva. Sea y ∈ AH y consideremos la configuración x ∈ AG dada

por

x(g) :=

{
y(h), si ∃h ∈ H tal que g = ϕ(h),

0, en otro caso.

Ya que ϕ es inyectiva, cada g ∈ G tiene a lo más una preimagen en H bajo ϕ; luego el mapeo
x : G→ A está bien definido. Observe que para toda h ∈ H, se cumple ϕ⋆(x)(h) = x(ϕ(h)) = y(h).
Por lo tanto, ϕ⋆ es sobreyectivo.

Ahora supongamos que ϕ no es inyectiva. Entonces existen h1, h2 ∈ H, h1 ̸= h2 tales que
ϕ(h1) = ϕ(h2). Esto implica que para todo x ∈ AG,

ϕ⋆(x)(h1) = x(ϕ(h1)) = x(ϕ(h2)) = ϕ⋆(x)(h2).

Por lo tanto, cualquier configuración y ∈ AH con y(h1) ̸= y(h2) está fuera de la imagen de ϕ⋆, lo
cual significa que no es sobreyectiva. ■
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Un ϕ-autómata celular τ : AG → AH es invertible si existe un homomorfismo de grupos
ψ : G → H y un ψ-autómata celular σ : AH → AG tal que τ ◦ σ = IdAH y σ ◦ τ = IdAG . Cuando
tal σ existe, escribimos τ−1 := σ.

En [CS24] aparece el siguiente teorema el cual nos garantiza que al igual que con los autóma-
tas celulares clásicos, los autómatas celulares generalizados invertibles sobre un alfabeto finito se
caracterizan como aquellos que son biyectivos.

Teorema 5.6.1. Sea A un conjunto finito. Un ϕ-autómata celular τ : AG → AH es invertible si y
sólo si es biyectivo.

Demostración.Por definición si τ es invertible entonces debe ser biyectivo.
Ahora supongamos que τ es biyectivo y consideremos la función inversa τ−1 : AH → AG. Ya

que τ es continuo, AG es compacto y AH Hausdorff, se sigue que τ−1 es continuo. Ahora por el
Lema 5.6.3, ϕ : H → G es un isomorfismo. Sean y ∈ AH y g ∈ G arbitrarias. Entonces, existen
x ∈ AG y h ∈ H tales que τ(x) = y y ϕ(g) = h. Ya que τ es ϕ-equivariante, tenemos que

h · τ(x) = τ(ϕ(h) · x).

Aplicando τ−1 en la relación anterior y haciendo las sustituciones x = τ−1(y) y h = ϕ−1(g),
obtenemos

τ−1(ϕ−1(g) · y) = g · τ−1(y).

Se sigue que τ−1 es ϕ−1-equivariante. Por lo tanto, τ−1 es un ϕ−1-autómata celular por el Teorema
4.1.1. ■

Corolario 5.6.2. Sean G y H grupos. Si ϕ : H → G es un isomorfismo, entonces ϕ⋆ es un ϕ-
autómata celular invertible y su inverso es un ϕ−1-autómata.

Proposición 5.6.2. Sean G, H grupos y A un conjunto finito. Si φ : H → G es un monomorfismo,
entonces todo autómata celular τ ∈ Aut(AH) induce un autómata celular invertible sobre AG.

Demostración. Consideremos el isomorfismo ϕ : H ↔ φ(H) inducido por φ, es decir, que asigna
h 7→ φ(h). Por el Corolario 5.6.2 el correspondiente mapeo ϕ⋆ : Aφ(H) → AH es un ϕ-autómata
celular invertible. Aśı, dado τ ∈ Aut(AH) podemos considerar el mapeo τ : Aφ(H) → Aφ(H)

dado por τ = (ϕ⋆)−1 ◦ τ ◦ ϕ⋆. Ahora observe que τ es homeomorfismo al ser composición de
homeomorfismos. Además, por el Corolario 5.6.2 el mapeo (ϕ⋆)−1 es ϕ−1-equivariante, aśı que para
cada h ∈ H se cumplen las relaciones

ϕ(h) · τ(y) = ϕ(h) · ((ϕ⋆)−1 ◦ τ ◦ ϕ⋆)(y)

= (ϕ⋆)−1(h · τ(ϕ⋆(y)))

= (ϕ⋆)−1(τ(h · ϕ⋆(y)))

= (ϕ⋆)−1(τ(ϕ⋆(ϕ(h) · y)))

= τ(ϕ(h) · y),

lo cual significa que τ es un mapeo φ(H)-equivariante, y por lo tanto, un autómata celular invertible
sobre Aφ(H). Ahora, para cada τ ∈ Aut(AH) podemos considerar el mapeo τG ∈ CA(G,φ(H);A)
inducido por τ ∈ ICA(Aφ(H)). Finalmente, observe que por el Corolario 5.5.1, en vista de que
τ ∈ ICA(Aφ(H)) y A es finito tenemos que τG ∈ Aut(AG). ■

El siguiente diagrama conmutativo ilustra la construcción de la demostración de la Proposición
5.6.2:
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Aφ(H) Aφ(H)

AH AH .

τ

ϕ⋆ ϕ⋆

τ

Proposición 5.6.3. Sean G, H grupos y F = {Hn}n∈N una familia de subgrupos normales de H,
todos de ı́ndice finito. Sea φ : H → G un monomorfismo y sea ϕ : H → φ(H) el isomorfismo
inducido por φ. Un automorfismo τ ∈ Aut(AH) intercambia dos configuraciones x, y ∈ ΨHℓ

con
respecto a F si y sólo si el automorfismo τ : Aφ(H) → Aφ(H) dado por τ = (ϕ⋆)−1◦τ ◦ϕ⋆ intercambia
las configuraciones (ϕ⋆)−1(x), (ϕ⋆)−1(y) ∈ (ϕ⋆)−1(ΨHℓ

) = Ψϕ(Hℓ) con respecto a {ϕ(Hn)}n∈N.

Demostración. Supongamos que para algún ℓ ∈ N existen dos configuraciones x, y ∈ ΨHℓ
y un

automorfismo τ ∈ Aut(H) que las intercambia con respecto a F = {Hn}n∈N; esto es, τ(x) = y
τ(y) = x y para cada i ≤ ℓ, τ fija las configuraciones en ΨHi

que no pertenecen a la H-órbita de
x o de y.

Sea τ : Aφ(H) → Aφ(H) el automorfismo dado por τ = (ϕ⋆)−1 ◦ τ ◦ ϕ⋆, entonces se cumplen las
siguientes relaciones:

τ((ϕ⋆)−1(x)) =
(
(ϕ⋆)−1 ◦ τ ◦ ϕ⋆

)
((ϕ⋆)−1(x))

=
(
(ϕ⋆)−1 ◦ τ

)
(x)

= (ϕ⋆)−1(τ(x))

= (ϕ⋆)−1(y),

y análogamente tenemos que τ((ϕ⋆)−1(y)) = (ϕ⋆)−1(x).
Al ser Hℓ subgrupo normal de H, la Proposición 5.6.1 garantiza que (ϕ⋆)−1(x), (ϕ⋆)−1(x) ∈

Ψϕ(Hℓ). Ahora notemos que τ fija una configuración w ∈ AH si y sólo si τ fija a (ϕ⋆)−1(w). En
efecto, si τ fija a w, entonces

τ((ϕ⋆)−1(w)) =
(
(ϕ⋆)−1 ◦ τ ◦ ϕ⋆

)
((ϕ⋆)−1(w)) = (ϕ⋆)−1(τ(w)) = (ϕ⋆)−1(w);

mientras que si τ fija a (ϕ⋆)−1(w) se cumple

τ(w) =
(
ϕ⋆ ◦ τ ◦ (ϕ⋆)−1

)
(w) = ϕ⋆(τ((ϕ⋆)−1(w)) = ϕ⋆((ϕ⋆)−1(w)) = w.

Por otro lado, si dos configuraciones w, z ∈ AH son tales que la H-órbita de w no contiene a
z, entonces para todo h ∈ H tenemos que h · w ̸= z, aśı que por inyectividad de (ϕ⋆)−1 tenemos
que (ϕ⋆)−1(h ·w) ̸= (ϕ⋆)−1(z), y por ϕ−1-equivarianza de (ϕ⋆)−1 tenemos que ϕ−1(h) · (ϕ⋆)−1(w) ̸=
(ϕ⋆)−1(z), para toda h ∈ H. Pero al ser ϕ−1 isomorfismo tenemos que (ϕ⋆)−1(z) no está en la φ(H)-
órbita de (ϕ⋆)−1(w). Análogamente, podemos demostrar que si (ϕ⋆)−1(z) no está en la φ(H)-órbita
de (ϕ⋆)−1(w) entonces z no está en la H-órbita de w.

De lo descrito en los párrafos anteriores se sigue que para cada i ≤ ℓ, τ fija las configuraciones en
Ψϕ(Hℓ) que no pertenecen a la ϕ(H)-órbita de (ϕ⋆)−1(x) o de (ϕ⋆)−1(y) con respecto a {ϕ(Hn)}n∈N
y el resultado se sigue. ■

Definición 5.6.1. Consideremos una familia finita de grupos {G1, ..., Gd}. Dada una configuración
x ∈ AG1 diremos que x′ ∈ AG1×···×Gd es la extensión de x sobre G1×· · ·×Gd si x

′(g1, ..., gd) = x(g1)
para todo (g1, ..., gd) ∈ G1 × · · · ×Gd.
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Ejemplo 5.6.2. Sea A = {0, 1}. Para la configuración x = 110∞ = ...110110.110110110... ∈ AZ la
correspondiente extensión de x sobre Z2 se muestra a continuación:

Observación 5.6.1. En realidad, x′ corresponde a la imagen de x bajo ϕ⋆ : AG1 → AG1×···×Gd

donde ϕ : G1×· · ·×Gd → G1 es el homomorfismo dado por la asignación (g1, ..., gd) 7→ g1. Además,
si N es subgrupo normal de G1, entonces ϕ

−1(N) = N × G2 × · · · × Gd es subgrupo normal de
G1 × · · · ×Gd y tenemos que ϕ⋆(ΨN) = Ψϕ−1(N) = ΨN×G2×···×Gd

.

A continuación presentamos el resultado más importante de esta sección.

Teorema 5.6.3. Sea {Gi}di=2 una familia de grupos finitamente generados y A un conjunto finito
con |A| ≥ 2. Sea Γ = Z×G2 × · · · ×Gd. El grupo Aut(AΓ) no es finitamente generado.

Demostración. Consideremos el monomorfismo φ : Z → Γ dado por φ(k) = (k, e2, ..., ed) y sea
H = φ(Z) = Z×{e2}× · · · × {ed}. Luego el isomorfismo φ : Z → H dado por φ(k) = φ(k) induce
un φ-autómata celular invertible φ⋆ : AH → AZ dado por φ⋆(x) = x ◦ φ = x. Por el Lema 5.6.2
cada autómata celular invertible τ ∈ Aut(AZ) induce un autómata celular invertible τ sobre AH

que puede extenderse a su vez a un autómata celular invertible τΓ sobre AΓ.

Ahora consideremos el epimorfismo ϕ : Γ → Z dado por ϕ(k, g2, g3, ..., gd) = k para cada
(k, g2, g3, ..., gd) ∈ Γ. Por la Proposición 5.6.1 este epimorfismo nos proporciona una copia del
full Z-shift con alfabeto A en el full Γ-shift con alfabeto A v́ıa el ϕ-autómata celular inyectivo
ϕ⋆ : AZ → AΓ dado por ϕ⋆(x) = x ◦ϕ. Por la Observación 5.6.1 tenemos que ϕ⋆(AZ) es el conjunto
de extensiones de configuraciones en AZ sobre Γ.

Sea Hn := nZ × G2 × · · · × Gd para cada n ∈ N. Aśı nuevamente por la Observación 5.6.1
tenemos que ϕ⋆(ΨnZ) = Ψϕ−1(nZ), es decir, conjunto de configuraciones de periodo fundamental
nZ×G2×· · ·×Gd corresponden exactamente a extensiones de configuraciones en ΨnZ ⊆ AZ sobre
Γ.

Denotemos por S : Γ×AΓ → AΓ la acción shift. Por el Lema 5.6.2 tenemos que [Γ : nZ×G2×
· · · ×Gd] = [Z : nZ] = n; aśı que por la Proposición 5.3.1 para cada n ∈ N el par

(
ΨHn , S|ΨHn

)
es

un subsistema finito de (AΓ, S).

Por otro lado, observe que el conjunto T = {0} × G2 × · · · × Gd es un transversal de Γ/H.
Denotemos por ct la clase de equivalencia de t de Γ enH, es decir, ct = tH. Para t ∈ T consideremos
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el mapeo biyectivo ρt : H → ct dado por ρt(h) = th para toda h ∈ H y la biyección ρ∗t : A
ct → AH

dada por ρ∗t (y) = y ◦ ρt. Con esto en mente, para cada x ∈ AH y t ∈ T definamos

xt = (ρ∗t )
−1 (x) ∈ Act ,

Sea x̃ = (xt)t∈T . Entonces x̃(th) = x(h) = x((φ)−1(h)) para cada t ∈ T y h ∈ H, lo cual implica
que x̃ es la extensión de x sobre Γ. Ahora, según lo visto en la sección 5.5, para cada τ ∈ Aut(AH)
podemos identificar

τΓ =
∏
t∈T

τ ct ,

de tal manera que, para cada x ∈ AH se cumplen las relaciones

τΓ(x̃) = (τ ct(xt))t∈T

=
(
[(ρ∗t )

−1 ◦ τ ◦ ρ∗t ](xt)
)
t∈T

=
(
(ρ∗t )

−1 (τ(x))
)
t∈T

= [(τ(x))t]t∈T

= τ̃(x).

(5.6.1)

Consideremos la familia de subgrupos de Z dada por F = {nZ}n∈I , I ⊆ N. Supongamos que
para algún k ∈ I el mapeo τ ∈ Aut(AZ) es un automorfismo que intercambia dos configuraciones
x, y ∈ ΨkZ ⊆ AZ respecto a F . Por la Proposición 5.6.3 se sigue que el mapeo τ intercambia las
configuraciones de periodo fundamental Hk = kZ×{e2}×· · ·×{ed} x = (φ⋆)−1(x) y y = (φ⋆)−1(y)

respecto a F ′ = {Hi : i ∈ I}. Entonces la relación 5.6.1 nos asegura que τΓ(x̃) = τ̃(x) = ỹ y

τΓ(ỹ) = τ̃(y) = x̃. Por ϕ-equivarianza de ϕ⋆ tenemos que, dado z ∈ AZ se cumple que γ · ϕ⋆(z) =
ϕ⋆(ϕ(γ) ·z) para toda γ ∈ Γ por lo que z pertenece a la Z-órbita de w ∈ AZ si y sólo si la extensión
z sobre Γ pertenece a la Γ-órbita de la extensión de w sobre Γ. Ahora, para i ∈ I tal que i ≤ k
consideremos una configuración w ∈ ΨiZ que no pertenece a las órbitas de x y y, y sea w̃ = ϕ⋆(w),

entonces τΓ(w̃) = τ̃(w) = w̃, ya que τ fija las configuraciones de periodo fundamental iZ para toda
i ∈ I con i ≤ k. Por lo tanto, si un automorfismo τ ∈ Aut(AZ) intercambia dos configuraciones
x, y ∈ ΨnZ ⊆ AZ respecto a F , entonces τΓ intercambia a x̃ y ỹ respecto a F ′.

Sea n un número primo con n ≥ 3. Por el Teorema 5.4.1 dadas dos configuraciones x, y ∈ ΨnZ ⊆
AZ existe una involución τ ∈ Aut(AZ) que las intercambia respecto a F = {pZ : p es primo, p ≥
3}, aśı por Corolario 5.5.1 el mapeo τΓ es un autómata celular invertible, y por lo discutido en el
párrafo anterior, τΓ intercambia a las configuraciones x̃ y ỹ (de periodo fundamental Hn) respecto
a F ′ = {Hp : p es primo, p ≥ 3}.

Finalmente observe que al cumplirse las igualdades [Γ : Hn] = [Z, nZ] y ϕ⋆(ΨnZ) = Ψϕ−1(nZ)
para toda n ∈ N, tenemos que ψHp > [Γ : Hp] para todo primo p con p ≥ 3. Por lo tanto, el
resultado se sigue como una consecuencia del Teorema 5.3.1. ■

El siguiente diagrama ilustra una parte la construcción utilizada en el teorema anterior.

Act Act

AH AH

AZ AZ

τct

ρ∗t ρ∗t

τ

φ⋆ φ⋆

τ
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Corolario 5.6.4. Sea G un grupo abeliano infinito y A un conjunto finito con |A| ≥ 2. El grupo
Aut(AG) no es finitamente generado.

Demostración. Si G es un grupo abeliano que no es finitamente generado, entonces por la
Proposición 5.2.2 Aut(AG) no es finitemante generado. Si G es grupo abeliano infinito y finitamente
generado, entonces por el Teorema de clasificación de grupos abelianos finitamente generados (ver
Teorema 4.5.11 de [Lov15]) G es de la forma:

G ∼= Z× Z× · · · × Z︸ ︷︷ ︸
k-veces

×Zm1 × · · · × Zmk
,

con k ≥ 1 y mi+1 divisor de mi. Entonces el resultado se sigue por el Teorema 5.6.3. ■
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo de tesis hemos presentado resultados de corte algebraico sobre tópicos en torno
a sistemas full G shift con alfabeto finito A.

En el Caṕıtulo 3 abordamos el problema de la determinación del número ψH(G;A) de configu-
raciones en AG de periodo fundamental H (H ≤ G). Para ello partimos de dos observaciones clave.
En primer lugar, este problema de conteo tiene sentido si y sólo si el ı́ndice de H en G es finito
(Lema 3.3.2). Además, cuando G es finitamente generado, el poset L(G) de todos los subgrupos de
G de ı́ndice finito ordenados por inclusión constituye una ret́ıcula localmente finita (Lema 3.3.3)).
Esto nos permite considerar la fórmula de inversión de Möbius para el poset L(G) y obtenemos el
siguiente resultado:

Teorema. Sea G un grupo finitamente generado, sea H un subgrupo de G de ı́ndice finito, y sea
A un conjunto finito. Entonces,

ψH(G;A) =
∑

H≤K≤G

µ(H,K)|A|[G:K].

Encontramos que la cardinalidad del conjunto de configuraciones en AG cuyo estabilizador
es conjugado a H y la cardinalidad del conjunto de G-órbitas en él (denotados por ψ[H](G;A)
y α[H](G;A), respectivamente), están relacionados con el número de configuraciones de periodo
mı́nimo H v́ıa (Corolario 3.3.3):

ψ[H](G;A) = |[H]|
∑

H≤K≤G

µ(H,K)|A|[G:K],

α[H](G;A) =
|[H]|

[G : H]

∑
H≤K≤G

µ(H,K)|A|[G:K].

Por otro lado, considerar un subgrupo H ≤ G normal es interesante, pues en este caso, existe
una biyección G/H-equivariante entre AG/H y Fix(H), las configuraciones en AG/H con estabi-
lizador trivial están en biyección con las configuraciones en Fix(H) con estabilizador trivial, es
decir, con las configuraciones en AG con periodo fundamental H. Entonces cuando H es subgrupo
normal de ı́ndice finito tenemos que ψH(G;A) = ψ1(G/H;A), donde 1 denota el subgrupo trivial.
Por lo tanto, el problema de la determinación de ψH(G;A) ahora solo depende de la función de
Möbius de la ret́ıcula de subgrupos del grupo finito G/H. De esta manera podemos explotar toda
la maquinaria de funciones de Möbius que ha sido desarrollada para diversos grupos finitos. En
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particular, obtuvimos los siguientes resultados (Lema 3.3.6) para G un grupo finitamente generado,
H un subgrupo normal de G de ı́ndice finito, y A un conjunto finito; donde además, p y p′ son dos
primos distintos y n ∈ N:

1. Si G/H ∼= Zn, entonces ψH(G;A) =
∑

d|n µ̃(d)|A|n/d.

2. Si G/H ∼= Zpk , entonces ψH(G;A) = |A|pk − |A|pk−1
.

3. Si G/H ∼= Zpp′ , entonces ψH(G;A) = |A|pp′ − |A|p − |A|p′ + |A|.

4. Si G/H ∼= Zp ⊕ Zp, entonces ψH(G;A) = |A|p2 − (p+ 1)|A|p + p|A|.

Las fórmulas anteriores nos permiten realizar una inspección sobre los valores pequeños de
α[1](G/H,A); y observando que α[1](G/H,A) es una función estrictamente creciente tanto en [G :
H] como en |A|, las situaciones en que ocurren quedan completamente clasificadas (excluyendo los
casos triviales H = G y |A|) en el siguiente teorema (Teorema 3.3.4).

Teorema. Sea G un grupo finitamente generado, sea H un subgrupo normal propio de G de ı́ndice
finito, y sea A un conjunto finito con al menos dos elementos.

1. α[H](G;A) = 1 si y sólo si |A| = 2 y [G : H] = 2.

2. α[H](G;A) = 2 si y sólo si |A| = 2 y [G : H] = 3, o |A| = 2 y G/H ∼= Z2 ⊕ Z2.

3. α[H](G;A) = 3 si y sólo si |A| = 3 y [G : H] = 2, o |A| = 2 y G/H ∼= Z4.

4. α[H](G;A) = 6 si y sólo si |A| = 2 y [G : H] = 5, o |A| = 4 y [G : H] = 2.

5. α[H](G;A) = 7 si y sólo si |A| = 2 y G/H ∼= S3.

6. α[H](G;A) = 8 si y sólo si |A| = 3 y [G : H] = 3.

7. α[H](G;A) = 9 si y sólo si |A| = 2 y G/H ∼= Z6.

8. α[H](G;A) = 10 si y sólo si |A| = 5 y [G : H] = 2.

9. α[H](G;A) ̸= 4 y α[H](G;A) ̸= 5.

La filosof́ıa detrás de los resultados del Caṕıtulo 4 consiste en observar que los automorfismos
del grupo G inducen automorfismos del monoide CA(AG). Dado un automorfismo ϕ ∈ Aut(G)
consideramos el ϕ-autómata celular (generalizado) ϕ⋆ : AG → AG dado por ϕ⋆(x) = x ◦ ϕ, el
cuál a su vez da lugar al automorfismo ϕCA : CA(AG) → CA(AG) v́ıa τ 7→ (ϕ−1)⋆ ◦ τ ◦ ϕ⋆.
A continuación observamos que la asignación ϕ 7→ ϕCA determina un homomorfismo de grupos
Φ : Aut(G) → Aut(CA(AG)). Por otro lado, logramos demostrar que cualquier automorfismo del
monoide CA(AG) que se genere mediante este mecanismo debe provenir de un automorfismo de G
que fije los elementos del centro, lo cual queda plasmado en el siguiente teorema (Teorema 4.2.2).

Teorema. Sea ϕ ∈ Aut(G). Si ϕCA es un automorfismo interno de CA(AG), entonces ϕ(z) = z,
para todo z ∈ Z(G) := {z ∈ G : zg = gz, ∀g ∈ G}.
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Por lo tanto cuando G es abeliano, los automorfimos no triviales de G inducen automorfismos
del monoide CA(AG) que no son internos. En particular, el automorfismo τrev ∈ Aut(CA(AZ))
dado por τ(x)(k) = x(−k), conocido como regla espejo, no es automorfismo interno (Corolario
4.2.3).

El teorema anterior, también nos permite demostrar que, cuando G es abeliano el grupo
Out(CA(AG)) de automorfimos externos de CA(AG) tiene un subgrupo isomorfo a Aut(G) (Coro-
lario 4.2.4). En este sentido proponemos la siguiente cuestión: ¿quizás bajo hipótesis adicionales,
sea posible demostrar que Out(CA(AG)) es isomorfo a Aut(G), o será a caso que siempre podemos
encontrar un automorfismo externo de CA(AG) que no sea inducido por un automorfismo de G?

Los resultados del Caṕıtulo 5 están enfocados en demostrar que el grupo Aut(AG) de automor-
fismos de un full shift AG no es finitamente generado. Primeramente notamos que una condición
necesaria para que Aut(AG) sea finitamente generado es que A sea finito y G sea finitamente
generado (Corolario 5.2.1). Por otro lado, cuando G es finitamente generado y posee una familia
numerable F = {Hi}i∈N de subgrupos normales de ı́ndice finito, el estudio de la acción de los
automorfismos del full shift AG en el conjunto de órbitas de los subsistemas de puntos de perido
fundamental Hi nos permite demostrar que Aut(AG) no es finitamente generado, tal como queda
asentado en el siguiente teorema (Teorema 5.3.1).

Teorema. Sea G un grupo finitamente generado tal que pose una familia infinita numerable de
subgrupos normales de ı́ndice finito F = {Hi}i∈N tales que ψHi

> [G : Hi] para cada i ∈ N. Sea
A un conjunto finito con |A| ≥ 2. Si para cada i ∈ N existe una involución τi ∈ Aut(AG) tal que
intercambia dos configuraciones x, y ∈ Hi con respecto a F , entonces Aut(AG) no es finitamente
generado.

Dados dos grupos G y H el concepto ad hoc para comparar la estructura de sistemas dinámicos
topológicos entre dos full shifts AG y AH es el de autómata celular generalizado desarrollado en
[CS24]. Más espećıficamente, nos interesa considerar el caso en que un shift contiene una copia del
otro, y para tal objetivo usamos de nueva cuenta los autómatas celulares generalizados inducidos
por homomorfismos. En particular, aqúı señalamos que dado un epimorfismo de grupos ϕ : H → G,
el correspondiente autómata ϕ⋆ : AG → AH definido por ϕ⋆(x) = x◦ϕ determina un homeomorfismo
ϕ-equivariante entre los sistemas AG y ϕ⋆(AG). Además, para cada subgrupo normal K ⊴ G
caracterizamos la imagen bajo ϕ⋆ del conjunto de configuraciones de periodo fundamental K según
lo indica la siguiente proposición (Proposición 5.6.1).

Proposición. Sean G, H dos grupos y ϕ : H → G un homomorfismo sobreyectivo. El mapeo
τ : AG → AH dado por τ(x) := ϕ⋆(x) = x ◦ ϕ es un mapeo continuo, inyectivo y ϕ-equivariante.
Además, para un subgrupo normal K ⊴G tenemos que τ(ΨK) = Ψϕ−1(K).

Ahora bien, si A es un conjunto finito con al menos dos elementos y Γ un grupo que consiste
en un producto directo finito de Z, entonces el resultado más importante del Caṕıtulo 5 (Teorema
5.6.3)nos asegura que el grupo Aut(AΓ) de automorfismos del full shift AΓ no es finitamente
generado. Grosso modo, la idea de la demostración consiste en contrar una “copia” del full shift
AZ en el full shift AΓ y extender los automorfimos descritos en el Teorema 5.4.1 al full Γ-shift para
entonces aplicar el Teorema 5.3.1. En los siguientes párrafos damos una breve descripción de esta
estrategia.

Dada una familia finita de grupos {G1, ..., Gd}, introducimos el concepto auxiliar de extensión de
una configuración x ∈ AG1 sobre el grupo G1×· · ·×Gd como aquella configuración x′ ∈ AG1×···×Gd

tal que para toda g ∈ G1 adopta el valor x(g) en todo elemento del conjunto {g} ×G2 × · · · ×Gd.
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Observe que, en realidad, x′ corresponde a la imagen de x bajo ϕ⋆ : AG1 → AG1×···×Gd donde
ϕ : G1 × · · · ×Gd → G1 es el epimorfismo dado por la asignación (g1, ..., gd) 7→ g1; aśı que tal vez
sea útil en el futuro considerar un concepto de ϕ-extensión. Entonces, según la proposición anterior,
el conjunto de extensiones de configuraciones en AZ sobre un producto directo Γ := Z×G2×· · ·×Gd

donde {Gi}di=2 es una familia de grupos finitamente generados constituye una “copia” del full shift
AZ en el full shit AΓ.

Por otro lado, el concepto de inducción de autómatas celulares desarrollado en [CC09] nos
permite extender los automorfimos descritos en el Teorema 5.4.1 al full Γ-shift. El primer paso
es observar que al ser Z × {e2} × · · · × {ed} un subgrupo de Γ isomorfo a Z, entonces cada
automorfismo τ ∈ Aut(AZ) induce un automorfismo de τ ∈ Aut(AZ×{e2}×···×{ed}) (donde ei es la
identidad del grupo Gi) el cual a su vez puede extenderse a un automorfismo τΓ ∈ Aut(AΓ) (ver
Proposición 5.6.2). Naturalmente los espacios AZ y AZ×{e2}×···×{ed} son conjugados v́ıa el mapeo
φ⋆ : AZ×{e2}×···×{ed} → AZ dado por x 7→ x, donde x(k, e2, ..., ed) = x(k) para toda k ∈ Z, por lo
cual no es dif́ıcil ver que un automorfismo τ ∈ Aut(AZ) intercambia dos configuraciones x, y ∈ ΨnZ
respecto a una familia de subgrupos F = {iZ}i∈I , con n ∈ I ⊆ N si y sólo si τ intercambia las
configuraciones x, y ∈ ΨnZ×{e2}×···×{ed} respecto a F ′ = {nZ×{e2}×· · ·×{ed}}i∈I (ver Proposición
5.6.3).

Finalmente para cada τ ∈ Aut(AZ×{e2}×···×{ed}), podemos considerar el autómata celular indu-
cido τΓ ∈ ICA(Γ,Z× {e2} × · · · × {ed};A) el cual es, de hecho, un automorfismo del full shift AΓ

(ver Corolario 5.5.1). Resulta que si τ ∈ Aut(AZ) intercambia dos configuraciones x, y ∈ ΨnZ ⊆ AZ

respecto a F , entonces τΓ intercambia a x̃ y ỹ (sus respectivas extensiones sobre Γ) respecto a F ′.
Aśı que, aplicando el Teorema 5.3.1 tenemos que el grupo Aut(AΓ) no es finitamente generado,
obteniendo aśı el Teorema 5.6.3, el cual enunciamos a continuación.

Teorema. Sea {Gi}di=2 una familia de grupos finitamente generados y A un conjunto finito con
|A| ≥ 2. Sea Γ = Z×G2 × · · · ×Gd. El grupo Aut(AΓ) no es finitamente generado.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que el grupo de automorfismos del full shift
AG donde G es un grupo abeliano no es finitamente generado (ver Corolario 5.6.4). Un siguien-
te objetivo seŕıa responder ¿es porible demostrar que si Z es subgrupo de G, entonces el grupo
Aut(AG) no es finitamente generado? Otro caso interesante es considerar un grupo finitamente
generado G con un conjunto infinito de subgrupos normales de ı́ndice finito, entonces el problema
se reduce a la construcción de automorfismos que intercambien puntos periódicos. En general, la
construcción de automorfismos de un full G shift es un área de oportunidad importante, varias
propiedades del grupo de automorfismos del full shift AZ se han determinado haciendo observacio-
nes mediante automorfismos que se obtienen a partir de la construcción de “marcadores”. Por otro
lado, para grupos con pocos subgrupos normales de ı́ndice finito la estrategia general presentada
aqúı falla, pero podŕıa ser interesante explorar la posibilidad de estudiar la acción del grupo de
automorfismos en otra clase de subsistemas diferente a la de puntos de peŕıodo mı́nimo.

Finalmente, destacar que los resultados presentados en el Caṕıtulo 5 constituyen una aplicación
de la emergente teoŕıa de autómatas celulares generalizados, la cual si bien es interesante en śı
misma, sin duda es una herramienta que tiene el potencial de desprender resultados de gran alcance
cuando estudiamos shifts definidos sobre diferentes grupos.
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[CG20] Alonso Castillo-Ramirez y Maximilien Gadouleau. “Elementary, finite and linear vN-
regular cellular automata”. En: Information and Computation 274 (2020), pág. 104533.

[CS24] Alonso Castillo-Ramirez y Luguis de los Santos Baños. “Further results on generalized
cellular automata”. En: Communications in Algebra (2024), págs. 1-14.
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